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Introduction
La formation de structures dans l’univers est gouverne´e par la gravita-
tion [1, 2]. Les syste`mes autogravitants sont des syste`mes de particules qui
interagissent entre elles par la gravite´ ; ils peuvent de´crire les distributions
de galaxies et le milieu interstellaire et notamment expliquer leur structure
autosimilaire [3]. Les e´toiles sont aussi de´crites par les syste`mes autograv-
itants (avec des effets quantiques) [4, 5]. Nous allons nous inte´resser aux
syste`mes autogravitants thermalise´s et nous allons pre´senter la me´canique
statistique des syste`mes autogravitants (ne comportant que des particules
identiques) [6, 7, 8] pour de´crire ensuite des syste`mes autogravitants avec
des particules diffe´rentes.
Nous sommes habitue´s a` e´tudier les syste`mes de particules en interac-
tion a` courte porte´e. Ces syste`mes sont homoge`nes a` l’e´quilibre thermo-
dynamique. Leur e´nergie et d’autres grandeurs thermodynamiques comme
leur entropie, leur e´nergie libre,... sont extensives, c’est a` dire qu’elles sont
proportionnelles au nombre de particules N du syste`me. Dans la limite
thermodynamique usuelle ou` le nombre de particules N et le volume V
tendent vers l’infini et ou` le rapport N
V
est fini, les ensembles microcanon-
ique, canonique et grand-canonique donnent les meˆmes re´sultats physiques.
Comme conse´quence de l’interaction a` longue porte´e, les syste`mes au-
togravitants ont des proprie´te´s diffe´rentes. Ils ne sont pas homoge`nes a`
l’e´quilibre thermodynamique quoique leur e´nergie, leur entropie, leur e´nergie
libre,... soient extensives (elles sont proportionnelles au nombre de partic-
ules N du syste`me). La limite thermodynamique N → ∞, V → ∞ avec
N
V
1
3
fini est la limite thermodynamique pertinente pour de´crire les syste`mes
autogravitants thermalise´s car dans cette limite l’e´nergie thermique dont
la valeur caracte´ristique est NT et l’e´nergie autogravitationnelle dont la
valeur caracte´ristique est Gm
2N2
V
1
3
sont du meˆme ordre (G est ici la constante
de gravitation, m la masse des particules et T la tempe´rature). Lorsque
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l’e´nergie thermique domine l’e´nergie autogravitationnelle, le syste`me se
comporte comme un gaz parfait. Lorsque l’e´nergie autogravitationnelle
domine l’e´nergie thermique, le syste`me collapse sous l’effet de l’autogravite´ ;
c’est d’ailleurs ce qui arrive pour ces syste`mes dans la limite standard
N → ∞, V → ∞ avec N
V
fini. La limite thermodynamique du gaz auto-
gravitant N → ∞, V → ∞ avec N
V
1
3
fini est une limite thermodynamique
dilue´e ; en effet, la densite´ moyenne N
V
tend vers 0 commeN−2 avecN →∞.
Pour les syste`mes autogravitants les ensembles statistiques ne sont pas
e´quivalents ; dans l’ensemble microcanonique, un syste`me autogravitant
peut exister avec une chaleur spe´cifique ne´gative alors que dans l’ensemble
canonique, il doit avoir une chaleur spe´cifique positive.
Les syste`mes autogravitants thermalise´s peuvent exister sous deux pha-
ses qui ne peuvent pas coexister, une phase gazeuse et une phase collapse´e.
Dans l’approche du champ moyen, la fonction de partition est e´value´e
pour N → ∞ par une inte´grale fonctionnelle sur la densite´ ; le poids
de chaque densite´ dans l’inte´grale fonctionnelle est l’exponentielle d’une
”action” effective proportionnelle a` N . On applique l’approximation de
point col en cherchant la densite´ de point col qui rend l’action effective
extre´male. Lorsque l’action effective est minimale, la densite´ de point col
domine l’inte´grale fonctionnelle et l’approche du champ moyen ainsi de´finie
de´crit exactement la phase gazeuse dans la limite thermodynamique auto-
gravitante (N → ∞ , V → ∞ avec N
V
1
3
fini). La densite´ de point col est
solution d’une e´quation aux de´rive´es partielles du second ordre. En fait,
la densite´ de point col correspond a` la densite´ d’un fluide autogravitant a`
l’e´quilibre hydrostatique obe´issant localement a` l’e´quation d’e´tat des gaz
parfaits : en chaque point ~q du syste`me, la pression P (~q) et la densite´ de
masse ρm(~q) sont lie´es par la relation
P (~q) =
T
m
ρm(~q) (1)
ou` T est la tempe´rature constante et m est la masse des particules. Le
syste`me se comporte comme un fluide autogravitant en e´quilibre hydro-
statique, les forces gravitationnelles engendre´es par l’ensemble du syste`me
autogravitant et les forces de pression se compensant en chaque point ;
l’approche hydrostatique des syste`me autogravitants [4, 5, 9, 10, 11, 12,
13, 14] se de´duit donc de la me´canique statistique dans l’approche du
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champ moyen. La me´canique statistique dans l’approche du champ moyen
de´termine l’e´quation d’e´tat (1) alors que dans l’approche hydrostatique,
l’e´quation d’e´tat n’est pas de´termine´e, elle doit eˆtre suppose´e. Il est raisonnable
que le syste`me autogravitant obe´isse localement a` l’e´quation d’e´tat des
gaz parfaits dans cette limite dilue´e. En syme´trie sphe`rique, l’e´quation
de la densite´ devient une e´quation diffe´rentielle du second ordre, appele´e
e´quation de Lane-Emden. Chacune de ses solutions correspond a` une con-
figuration d’e´quilibre qui de´pend des conditions impose´es au syste`me (tem-
pe´rature T , rayon Q de la paroi sphe`rique qui enferme le syste`me, pression
P exerce´e sur la paroi). On peut, par exemple, repre´senter ces configura-
tions d’e´quilibre sur le diagramme de phase (fig.1.1) ou` est trace´e la courbe
f(ηR) avec
f =
PV
NT
(2)
et
ηR =
Gm2N
QT
. (3)
Sur ce diagramme, chaque point repre´sente une configuration d’e´quilibre,
le point (ηR = 0, f = 1) repre´sentant la limite des hautes tempe´ratures ou`
l’autogravite´ (les interactions mutuelles entre particules) est ne´gligeable
devant l’agitation thermique et ou` le syste`me se comporte comme un gaz
parfait (homoge`ne). Pour les autres configurations, f est infe´rieur a` 1 car
l’autogravite´ a pour effet d’attirer les particules vers le centre, ce qui fait
diminuer la pression sur la paroi. Les grandeurs thermodynamiques s’ex-
priment en fonction de ηR et de f . Les configurations d’e´quilibre sont iden-
tiques dans l’ensemble microcanonique, dans l’ensemble canonique et dans
l’ensemble grand-canonique, mais leur stabilite´ est diffe´rente dans ces trois
ensembles. Ceci vient du fait que les contraintes impose´es au syste`me sont
diffe´rentes dans ces ensembles ; l’e´nergie est fixe dans l’ensemble micro-
canonique mais n’est pas fixe dans l’ensemble canonique. Dans l’ensemble
canonique (respectivement microcanonique), les configurations d’e´quilibre
stable ont leur compressibilite´ isotherme (respectivement adiabatique) pos-
itive et sont compris sur le diagramme de phase (fig.1.1) entre le point
(ηR = 0, f = 1) et le point ou` la compressibilite´ isotherme (respectivement
adiabatique) diverge en devenant ne´gative. Les calculs Monte Carlo mon-
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trent que le champmoyen de´crit la phase gazeuse avec une grande pre´cision.
Dans l’ensemble canonique (respectivement microcanonique), la transition
de la phase gazeuse vers la phase collapse´e s’ope`re lorsque la compressibilite´
isotherme (respectivement adiabatique) diverge en devenant ne´gative, en
conformite´ avec les pre´visions du champ moyen. La transition de phase
se traduit par une grande discontinuite´ de la pression avec une pression
ne´gative dans la phase collapse´e.
Le milieu interstellaire est constitue´ de plusieurs sortes d’atomes (hy-
droge`ne,he´lium,...) et de mole´cules (dihydroge`ne,monoxyde de carbone,...)
et les distributions de galaxies sont constitue´es de galaxies de masses
diffe´rentes. Nous avons donc e´tudie´ la me´canique statistique des syste`mes
autogravitants comportant n sortes de particules(N1 particules de masse
m1, N2 particules de masse m2,..., Nn particules de masse mn)[15]. La lim-
ite thermodynamique pertinente est telle que les nombres de particules Ni
et le volume V tendent vers l’infini et les rapports Ni
V
1
3
sont finis. Nous
avons de´veloppe´ l’approche du champ moyen de la me´canique statistique
qui de´crit exactement la phase gazeuse dans cette limite thermodynamique.
La me´canique statistique dans l’approche du champ moyen montre que le
syste`me se comporte comme un me´lange de gaz autogravitants diffe´rents
obe´isssant chacun localement a` l’e´quation des gaz parfaits : en chaque point
~q, la pression partielle Pi et la densite´ de masse partielle ρmi des particules
de masse mi sont lie´es par la relation
Pi(~q) =
T
mi
ρmi(~q) . (4)
Chaque gaz autogravitant est en e´quilibre hydrostatique (en chaque point,
les forces gravitationnelles exerce´es sur les particules de masse mi par
la totalite´ du syste`me et les forces de pression exerce´es sur les partic-
ules de masse mi par les particules de masse mi voisines se compensent).
Les densite´s partielles sont solutions d’un syste`me de n e´quations aux
de´rive´es partielles du second ordre qui se re´duit a` une seule e´quation aux
de´rive´es partielles du second ordre et qui en syme´trie sphe`rique devient
une e´quation diffe´rentielle du second ordre. Chacune de ses solutions cor-
respond a` une configuration d’e´quilibre qui de´pend des conditions impose´es
au syste`me (tempe´rature T , rayon Q de la paroi sphe`rique qui enferme le
syste`me, pression partielle Pi exerce´e sur la paroi par les particules de
4
masse mi). Ces configurations d’e´quilibre sont repre´sente´es par les points
du diagramme de phase constitue´ par les courbes f1(η
R
1 , N2, ..., Nn) , ...,
fi(N1, ..., Ni−1, ηRi , Ni+1, ..., Nn) , ..., fn(N1, ..., η
R
n ) ou`
fi =
PiV
NiT
(5)
et
ηRi =
Gm2iNi
QT
. (6)
L’e´nergie, l’entropie, l’e´nergie libre, les chaleurs spe´cifiques a` pression cons-
tante et a` volume constant ainsi que les compressibilite´s isothermes et adi-
abatiques sont calcule´es en fonction de f1, ..., fn et de η
R
1 , ..., η
R
n . Nous avons
trouve´ que ces grandeurs thermodynaniques sont extensives ; dans la limite
N1 → ∞, N2 → ∞, ..., Nn → ∞, chaque grandeur s’exprime comme la
somme d’un terme proportionnel a` N1, d’un terme proportionnel a` N2, ...
et d’un terme proportionnel a` Nn. Par l’e´tude des densite´s partielles, nous
avons montre´ que les particules les plus lourdes subissant plus intense´ment
les effets attractifs de l’autogravite´ sont plus nombreuses pre`s du centre de
la sphe`re tandis que les particules les plus le´ge`res sont plus nombreuses pre`s
de la paroi. Nous avons analyse´ la stabilite´ de ces syste`mes dans l’ensemble
canonique et dans l’ensemble microcanonique. Nous avons montre´ que les
syste`mes autogravitants comportant deux sortes de particules obe´issent a`
des lois d’e´chelle liant leur masse M et leur taille q
M(q) ∼ qd
ou` la dimension fractale d est infe´rieure ou e´gale a` 3. La dimension fractale
d est en ge´ne´rale de´pendante de la composition du me´lange (c’est a` dire
de N1
N2
). Cependant aux points critiques du syste`me ou` la chaleur spe´cifique
a` volume constant diverge, la dimension fractale est inde´pendante de la
composition du me´lange et vaut 1.6.... Ceci manifeste l’“universalite´” des
proprie´te´s du syste`me a` l’approche du re´gime critique.
Les re´centes observations astrophysiques ont montre´ que l’univers est
rempli de ce qui est appele´ l’e´nergie noire et qu’on mode`lise par la cons-
tante cosmologique des e´quations de la relativite´ ge´ne´rale [16, 17, 18]. Elle
agit comme une densite´ d’e´nergie uniforme ayant une action gravitation-
nelle re´pulsive sur la matie`re. Il est donc important d’e´tudier son influence
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sur les syste`mes autogravitants. Nous avons e´tudie´ la me´canique statistique
des syste`mes autogravitants (une seule sorte de particules) en pre´sence de
la constante cosmologique [19, 20]. Nous avons trouve´ que la limite thermo-
dynamique pertinente des syste`mes autogravitants en pre´sence de la cons-
tante cosmologique est la limite ou` le nombre de particules N et le volume
V tendent vers l’infini et ou` la constante cosmologique Λ tend vers 0 avec
N
V
1
3
et ΛV
2
3 finis. L’e´nergie de la constante cosmologique dans le syste`me
a pour valeur caracte´ristique ΛV , tandis que l’e´nergie thermique a pour
valeur caracte´ristique NT et l’e´nergie autogravitationnelle a pour valeur
caracte´ristique Gm
2N2
V
1
3
. Pour que l’e´nergie de la constante cosmologique soit
de meˆme ordre que l’e´nergie thermique il faut que ΛV soit de l’ordre de N
lorsque N →∞ ; or le rapport N
V
1
3
est fini lorsque N →∞ et V →∞ pour
que l’e´nergie thermique et l’e´nergie autogravitationnelle soient de meˆme
ordre. La quantite´ ΛV
2
3 doit donc eˆtre finie lorsque Λ→ 0 et V →∞ pour
que l’e´nergie de la constante cosmologique, l’e´nergie autogravitationnelle
et l’e´nergie thermique soient de meˆme ordre. Dans cette limite thermody-
namique dilue´e, l’approche du champ moyen de´crit exactement la phase
gazeuse et montre que le syste`me se comporte comme un gaz en e´quilibre
hydrostatique obe´issant localement a` l’e´quation des gaz parfaits (1). En
chaque point, les forces gravitationnelles attractives exerce´es par l’ensem-
ble du syste`me autogravitant, les forces gravitationnelles exerce´es par la
constante cosmologique et les forces de pression se compensent. La densite´
de masse est solution d’une e´quation aux de´rive´es partielles du second ordre
qui en syme´trie sphe`rique devient une e´quation diffe´rentielle du second or-
dre. Chaque solution correspond a` une configuration d’e´quilibre de´pendant
des conditions impose´es au syste`me (tempe´rature T , rayon Q de la paroi
sphe`rique qui enferme le syste`me, pression P exerce´e sur la paroi par les
particules, constante cosmologique Λ). Les configurations d’e´quilibre sont
repre´sente´es sur le diagramme de phase (fig.4.1) ou` sont trace´es les courbes
f(ηR, RΛ). Les parame`tres η
R et f sont de´finis par les e´quations (2) et (3) ;
RΛ est le rapport entre l’e´nergie de la constante cosmologique et la masse
de la matie`re
RΛ =
2ΛV
mN
. (7)
La constante cosmologique exerce une action gravitationnelle re´pulsive sur
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la matie`re qui s’oppose a` l’action attractive de l’autogravite´. En absence
de la constante cosmologique (RΛ = 0), la densite´ comme fonction de
la distance q par rapport au centre de la sphe`re (0 ≤ q ≤ Q) est une
fonction de´croissante. En pre´sence de la constante cosmologique, la densite´
peut eˆtre soit de´croissante, soit uniforme, soit croissante. Lorsque RΛ < 1,
les effets attractifs de l’autogravite´ l’emportent sur les effets re´pulsifs de
la constante cosmologique ; la densite´ est une fonction de´croissante de q.
Lorsque RΛ = 1, les effets attractifs de l’autogravite´ et les effets re´pulsifs
de la constante cosmologique se compensent exactement ; la densite´ est une
fonction uniforme de q et le syste`me se comporte comme un gaz parfait (la
pression P est uniforme et ve´rifie la loi des gaz parfaits PV
NT
= 1). Lorsque
RΛ > 1, les effets re´pulsifs de la constante cosmologique l’emportent sur
les effets attractifs de l’autogravite´ ; la densite´ est une fonction croissante
de q. Nous avons calcule´ les grandeurs thermodynamiques ; nous avons
trouve´ qu’elles sont extensives (proportionnelles au nombre de particules
N). Nous avons de´termine´ la zone de stabilite´ de ce syste`me suivant RΛ.
Nous avons fait des calculs Monte Carlo pour ce syste`me [20]. Ces calculs
Monte Carlo dans l’ensemble canonique montrent que le champ moyen
de´crit tre`s bien la phase gazeuse et que la transition de la phase gazeuse
vers la phase collapse´e s’ope`re lorsque la compressibilite´ isotherme diverge
en devenant ne´gative. Nous avons e´galement e´tudie´ le cas limite RΛ ≫
1 ou` l’autogravite´ est ne´gligeable devant la constante cosmologique. Les
particules sont soumises a` des forces harmoniques dont la pulsation au
carre´ est ne´gative. Dans ce cas limite, le syste`me est exactement soluble ;
nous avons calcule´ les grandeurs thermodynamiques et nous avons trouve´
que toutes les configurations d’e´quilibre sont stables.
Dans les deux premiers chapitres, nous pre´sentons les syste`mes auto-
gravitants thermalise´s constitue´s par une seule sorte de particules. Dans
le premier chapitre est expose´e l’hydrostatique des syste`mes autogravi-
tants. Nous e´tablissons l’e´quation ve´rifie´e par la densite´, nous calculons les
grandeurs thermodynamiques et nous explorons la stabilite´ du syste`me.
Dans le deuxie`me chapitre, la me´canique statistique des syste`mes auto-
gravitants dans l’ensemble microcanonique et dans l’ensemble canonique
est pre´sente´e. Nous montrons que dans l’approche du champ moyen, l’hy-
drostatique est de´duite et que l’e´quation d’e´tat est de´rive´e ; il s’agit de
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l’e´quation locale des gaz parfaits inhomoge`nes. Nous exposons enfin les
calculs Monte Carlo.
Dans le troisie`me chapitre, nous pre´sentons les re´sultats obtenus sur
les syste`mes autogravitants constitue´s de plusieurs sortes de particules.
Dans l’approche du champ moyen, nous de´rivons les e´quations d’e´tat, nous
e´tablissons les e´quations des densite´s partielles, calculons les grandeurs
thermodynamiques, faisons l’analyse de la stabilite´ du syste`me et e´tudions
ses lois d’e´chelle.
Dans le quatrie`me chapitre, nous pre´sentons les re´sultats obtenus sur les
syste`mes autogravitants en pre´sence de la constante cosmologique. Dans
l’approche du champ moyen, nous de´rivons l’e´quation d’e´tat, e´tablissons
l’e´quation de la densite´ et e´tudions la stabilite´ des configurations d’e´quilibre
dans l’ensemble canonique. Nous exposons le cas limite RΛ ≫ 1. Nous
pre´sentons les calculs Monte Carlo.
8
Chapitre 1
Hydrostatique
Un syste`me autogravitant est un syste`me de particules qui interagissent
entre elles par la gravitation. On se limite ici a` la gravitation newtonienne.
Il existe sous deux phases qui ne peuvent pas coexister ensemble, une phase
gazeuse et une phase collapse´e. L’outil ade´quat pour e´tudier les proprie´te´s
de ce syste`me a` l’e´quilibre thermodynamique est la me´canique statistique
(chapitre 2). L’approche du champ moyen dans laquelle le syste`me se com-
porte comme un gaz autogravitant isotherme en e´quilibre hydrostatique et
obe´it localement a` l’e´quation d’e´tat des gaz parfaits de´crit exactement la
phase gazeuse dans la limite thermodynamique ou` le nombre de particules
N et le volume V sont tels que N → ∞, V → ∞ et N
V
1
3
est fini. Dans la
limite thermodynamique standard ou` N → ∞, V → ∞ et N
V
est fini, le
syste`me est dans sa phase collapse´e. Nous allons e´tudier dans ce chapitre
l’hydrostatique des gaz autogravitants parce qu’elle de´crit exactement la
phase gazeuse dans la limite thermodynamique. Nous allons voir que l’on
peut appliquer le gaz autogravitant a` l’e´quilibre thermodynamique a` au
moins deux types d’objets astrophysiques : le milieu interstellaire et les
distributions de galaxies.
1.1 Exemples
Le gaz autogravitant a` l’e´quilibre thermodynamique de´crit tous les ob-
jets astrophysiques thermalise´s dans lesquels les interactions gravitation-
nelles jouent un roˆle pre´ponde´rant. Le milieu interstellaire est constitue´
de nuages de gaz et de poussie`res situe´s dans le plan des galaxies. C’est
dans ces nuages que se forment les e´toiles par effondrement gravitationnel.
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Le milieu interstellaire n’est pas homoge`ne, les nuages le formant ont des
tailles diverses, leur taille e´tant inversement proportionnelle a` leur densite´.
Les nuages les moins denses contiennent de l’hydroge`ne atomique HI, les
plus denses contiennent de l’hydroge`ne mole´culaire H2 et des mole´cules
forme´es a` partir d’e´le´ments plus lourds comme le monoxyde de carbone
CO. Le milieu interstellaire a une structure tre`s inte´ressante. En effet, les
observations des raies mole´culaires [21, 22] ont permis d’obtenir des in-
formations sur la masse et la dynamique de ces nuages. Il a e´te´ mis en
e´vidence, pour des re´gions ayant une longueur l comprise entre 10−2 par-
secs et 100 parsecs que la dispersion interne des vitesses ∆v et la masse M
obe´issent a` des lois de puissance
M ∼ l dH , ∆v ∼ l dv (1.1)
avec des dimensions fractales dH et dv ve´rifiant
1.4 ≤ dH ≤ 2 , 0.3 ≤ dv ≤ 0.6 .
De telles relations montrent que le milieu interstellaire a une strucure au-
tosimilaire se re´pe´tant a` toutes les e´chelles [23]. Cette strucure est hie´rarchi-
que, les grands nuages sont fragmente´s en de plus petits nuages condense´s,
ceux-ci e´tant fragmente´s en de plus petits nuages encore plus condense´s et
ainsi de suite sur au moins 5 a` 10 ordres de grandeurs. La limite supe´rieure
de cette clusterisation est de 100 parsecs, ce qui correspond a` un million de
masses solaires. Des nuages de taille supe´rieure ne peuvent pas exister car
ils seraient de´truits par les forces de mare´es galactiques. La limite infe´rieure
est limite´e par la re´solution des te´lescopes, il semble qu’elle puisse eˆtre re-
pousse´e jusqu’a` 10−4 parsecs, ce qui correspond a` une masse de l’ordre de
celle de Jupiter. L’autosimilarite´ du milieu interstellaire sur une e´chelle de
tailles aussi larges a suscite´ de nombreuses tentatives d’explication [22].
La physique du milieu interstellaire est complexe (formation d’e´toiles, ex-
plosion de supernovae,vent stellaire...). On peut cependant poser comme
hypothe`se que l’essentiel de la physique du milieu interstellaire vient des
interactions gravitationnelles entre les particules qui le composent. On peut
supposer que le milieu interstellaire est thermalise´ sur de larges e´chelles.
Le syste`me autogravitant isotherme est donc utile et plein de sens pour
la description du milieu interstellaire [3]. Or, il a e´te´ montre´ que les gaz
autogravitants a` l’e´quilibre thermodynamique obe´issent a` des lois d’e´chelle
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sur la masse et la vitesse analogues a` celles de la relation (1.1) [7]. Les gaz
autogravitants a` l’e´quilibre thermodynamique sont donc aptes a` de´crire et
expliquer la structure autosimilaire du milieu interstellaire. Les gaz auto-
gravitants s’appliquent aussi aux distributions de galaxies, chaque galaxie
e´tant conside´re´e comme un point mate´riel interagissant avec les autres
galaxies par l’interme´diaire de la gravite´ ; cependant, les galaxies ne sont
pas thermalise´es. Comme le milieu interstellaire, les galaxies s’organisent
en structure hie´rarchique du groupe de galaxies qui est la structure la plus
petite, en passant par l’amas de galaxies jusqu’au superamas de galax-
ies qui est la structure la plus grande. La structure des distributions de
galaxies est autosimilaire et leur masse et taille sont relie´es par une loi de
puissance analogue a` celle du milieu interstellaire (1.1) avec une dimen-
sion dH ∼ 1.7 et ce pour une e´chelle allant jusqu’a` 109 anne´es lumie`res
[24]. Au dela`, la dimension fractale tend vers 3 car l’expansion de l’univers
l’emporte sur l’autogravite´ et l’univers devient homoge`ne. Le fait que le
milieu interstellaire et les distributions de galaxies aient le meˆme type de
structure autosimilaire, avec les meˆmes lois d’e´chelle, plaide en faveur de la
gravite´ comme cause de ce phe´nome`ne universel. Ceci motive tre`s fortement
l’e´tude des gaz autogravitants. Nous allons pre´senter les gaz autogravitants
en e´quilibre hydrostatique.
1.2 Equilibre hydrostatique
Dans l’approche hydrostatique, le gaz autogravitant est divise´ en e´le´-
ments de fluide, chaque e´le´ment de fluide subissant deux forces qui se com-
pensent :
-les forces gravitationnelles exerce´es par la totalite´ du gaz autogravitant
-les forces de pression exerce´es par les e´le´ments de fluide qui lui sont
voisins.
Le gaz autogravitant est alors en e´quilibre hydrostatique ; l’e´quilibre des
forces de pression et des forces gravitationnelles s’appliquant sur un e´lement
de volume unite´ centre´ autour du point ~q s’ecrit [25]
−~∇~qP + ρm(~q) ~g(~q) = 0 (1.2)
ou` P est la pression du gaz au point ~q, ρm est la densite´ de masse au point
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~q et
~g(~q) = − G
∫
d3~q
′
ρm(~q
′
)
~q − ~q ′
|~q − ~q ′|3 (1.3)
est le champ gravitationnel engendre´ au point ~q par le gaz autogravitant.
En utilisant l’e´quation de Poisson du champ gravitationnel
~∇~q.~g = −4πG ρm(~q) , (1.4)
on obtient la relation suivante qui est la condition d’e´quilibre hydrostatique
d’un gaz autogravitant
~∇~q
(
1
ρm
~∇~qP
)
= −4πG ρm(~q) . (1.5)
Nous allons souvent conside´rer les gaz autogravitants en syme´trie sphe`ri-
que que nous allons appeler sphe`res autogravitantes. A cause de la syme´trie
sphe`rique, toutes les grandeurs physiques ne de´pendent que de la distance
q par rapport au centre de la sphe`re. Soit M(q) la masse a` l’inte´rieur de la
sphe`re de rayon q :
M(q) =
∫ q
0
du 4π u2 ρm(u) . (1.6)
En syme´trie sphe`rique l’inte´gration du champ (1.3) donne
g(q) = −G M(q) ρm(q)
q2
.
En utilisant l’e´quation (1.2), on a
dP
dq
= −G M(q) ρm(q)
q2
.
On remarque d’apre`s cette relation qu’une sphe`re autogravitante en e´qui-
libre hydrostatique a une pression qui de´croˆıt en s’e´loignant du centre
(dPdq < 0). Les forces de pression sont donc oriente´es vers l’exte´rieur, elles
s’opposent aux forces gravitationnelles qui tendent a` contracter la sphe`re
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autogravitante vers son centre. La condition d’e´quilibre hydrostatique (1.5)
devient en syme´trie sphe`rique
1
q2
d
dq
(
q2
ρm(q)
dP
dq
)
= − 4π G ρm(q) . (1.7)
Cette relation exprime la condition d’e´quilibre hydrostatique d’une sphe`re
autogravitante. L’e´quation (1.7) est la limite newtonienne de la condition
d’e´quilibre hydrostatique d’un fluide autogravitant en relativite´ ge´ne´rale
(voir par exemple [26]).
Nous allons pre´senter maintenant les gaz autogravitants a` l’e´quilibre
thermodynamique ; ce sont les gaz autogravitants isothermes en e´quilibre
hydrostatique.
1.3 Equilibre thermodynamique
La condition d’e´quilibre hydrostatique (1.5) ne suffit pas pour de´crire
un gaz autogravitant. Pour de´terminer la densite´ de masse et la pres-
sion, il faut l’e´quation d’e´tat reliant ces deux grandeurs. Nous allons nous
inte´resser aux gaz autogravitants a` l’e´quilibre thermodynamique (dans l’an-
nexe I, on pre´sente un autre type de gaz autogravitant, le gaz autogravitant
polytropique). En hydrostatique, il faut postuler l’e´quation d’e´tat tandis
que dans l’approche de me´canique statistique du gaz autogravitant, son
e´quation d’e´tat est de´rive´e (chapitre 2). La me´canique statistique, dans
l’approche du champ moyen, montre que le gaz autogravitant ve´rifie la
condition d’e´quilibre hydrostatique (1.5), dans la limite thermodynamique
autogravitante ou` le nombre de particules N et le volume V tendent vers
l’infini avec N
V
1
3
fini. Dans cette limite thermodynamique dilue´e la den-
site´ moyenne N
V
se comporte comme N−2 lorsque N → ∞. L’approche
de me´canique statistique permet de de´river l’e´quation d’e´tat du syste`me.
Elle montre que la pression et la densite´ de masse du gaz autogravitant
obe´issent, en chaque point ~q, a` l’e´quation d’e´tat des gaz parfaits (1)
P (~q) =
T
m
ρm(~q)
ou` m est la masse de chacune des particules du gaz qui sont suppose´es ici
identiques et ou` T est la tempe´rature du gaz isotherme. A partir de cette
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e´quation et de l’e´quation (1.5), on obtient l’e´quation de la densite´ du gaz
autogravitant a` l’e´quilibre thermodynamique
~∇2~q (ln ρm) +
4πG m
T
ρm(~q) = 0 . (1.8)
En posant pour la densite´
ρm = ρo e
χ (1.9)
ou` ρo est une constante et en introduisant le rayon vecteur sans dimension
~λ de´fini par
~q = a ~λ , a =
√
T
4π G m ρo
, (1.10)
on trouve l’e´quation suivante
~∇2~λχ + eχ(
~λ) = 0 . (1.11)
Nous verrons dans le chapitre 2 que cette e´quation correspond au point
col de la fonction de partition dans l’approche du champ moyen. Dans le
cas de la syme´trie sphe`rique, on appelle le gaz autogravitant en e´quilibre
thermodynamique sphe`re isotherme [4, 5]. L’e´quation (1.11) devient
1
λ2
d
dλ
(
λ2
dχ
dλ
)
+ e χ = 0 . (1.12)
Cette e´quation correspond a` l’e´quation de Lane-Emden isotherme dans
l’approche hydrostatique [4]. On peut poser que ρo est la densite´ au centre
et en de´duire la premie`re condition initiale
χ(λ = 0) = 0 . (1.13)
Pour que l’e´quation (1.12) soit re´gulie`re a` l’origine, on impose la deuxie`me
condition initiale
dχ
dλ
(λ = 0) = 0 . (1.14)
L’e´quation (1.11) est covariante par la transformation d’e´chelle suiv-
ante : si χ(~λ) est solution de cette e´quation alors, e´tant donne´ une constante
C, la fonction
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χ∗(~λ) = χ(C ~λ) + 2 lnC
est aussi solution de cette e´quation. Dans le cas de la syme´trie sphe`rique,
cette proprie´te´ de covariance s’e´nonce de cette fac¸on : si χ(λ) est solution
de l’e´quation de Lane-Emden isotherme (1.12) alors la fonction
χ∗(λ) = χ(C λ) + 2 lnC (1.15)
est aussi solution de l’e´quation de Lane-Emden isotherme. Graˆce a` cette
proprie´te´, on peut de´duire toute une famille de solutions a` partir d’une so-
lution. Par exemple, les solutions re´gulie`res (χ
′
(0) = 0) sont engendre´es par
la solution ve´rifiant χ(0) = 0. Appliquer cette transformation a` la solution
dont les conditions aux limites sont (1.13) et (1.14) revient a` rede´finir la
constante ρo dans l’e´quation (1.9). On va maintenant montrer que les solu-
tions telles que χ(0) est fini ve´rifient ne´cessairement χ
′
(0) = 0 [5]. D’apre`s
(1.12) on a
d2(λχ)
d2λ
= −λ eχ(λ)
donc
(
dχ
dλ
)
λ=0
=
1
2
(
d2(λχ)
d2λ
)
λ=0
= −1
2
lim
λ→0
[
λ eχ(λ)
]
.
Si χ(0) est fini alors on a bien χ
′
(0) = 0.
Dans la section suivante, nous allons exposer le calcul de quelques grandeurs
physiques de la sphe`re isotherme qui est le gaz autogravitant a` l’e´quilibre
thermodynamique en syme´trie sphe`rique, a` partir des solutions de l’e´quation
de Lane-Emden isotherme (1.12).
1.4 Grandeurs physiques
Nous allons pre´senter le calcul de quelques grandeurs physiques de la
sphe`re isotherme.
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Fig. 1.1 – La courbe f(ηR) ou` f = PV
NT
(voir e´quation (1.18) ) et ηR = G m
2 N
Q T
(voir
e´quation (1.17) ). Le point (ηR = 0, f = 1) correspond a` la limite des basses densite´s et des
hautes tempe´ratures ou` les effets de la gravitation sont ne´gligeables et ou` le syste`me est
homoge`ne. Le parame`tre ηR atteint sa valeur maximale au point (ηR = 2.51..., f = 1
3
) ;
il s’agit du point de tempe´rature minimale ou` la chaleur spe´cifique a` volume constant
diverge en devenant ne´gative. Le point (ηR = 2, f = 1
3
) correspond a` la limite des hautes
densite´s ou` le syste`me est infiniment dense au centre de la sphe`re. La courbe a la forme
d’une spirale qui s’enroule autour du point (ηR = 2, f = 1
3
). Les configurations comprises
entre le point (ηR = 0, f = 1) et le point (ηR = 2.43..., f = 0.40...) sont stables dans
l’ensemble canonique. Le point (ηR = 2.43..., f = 0.40...) repre´sente´ par le symbole +can
est le point d’instabilite´ dans l’ensemble canonique. Les configurations comprises entre le
point (ηR = 0, f = 1) et le point (ηR = 2.14..., f = 0.26...) sont stables dans l’ensemble
microcanonique. Le point (ηR = 2.14..., f = 0.26...) repre´sente´ par le symbole +mic est
le point d’instabilite´ dans l’ensemble microcanonique.
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1.4.1 Le parame`tre η
On suppose que le syste`me qui est compose´ de N particules de masse
m et dont la masse totale est M = mN est contenu dans un volume V . In-
troduisons le parame`tre sans dimension η = G m M
V
1
3 T
= G m
2 N
V
1
3 T
. Le parame`tre
η est le rapport entre deux e´nergies caracte´ristiques d’une particule en
interaction avec le syste`me, G m M
V
1
3
qui est de l’ordre de son e´nergie gravi-
tationnelle et T qui est de l’ordre de son e´nergie cine´tique. Lorsque η tend
vers 0, son e´nergie cine´tique l’emporte largement sur son e´nergie gravita-
tionnelle et le syste`me se comporte comme un gaz parfait ; c’est le cas des
syste`mes terrestres usuels. Lorsque η est de l’ordre de 1, l’e´nergie gravita-
tionnelle de la particule est du meˆme ordre que son e´nergie cine´tique et
la gravite´ joue un roˆle important dans la physique du syste`me. Lorsque
η → ∞, l’e´nergie gravitationnelle de la particule l’emporte largement sur
son e´nergie cine´tique et le syste`me s’effondre imme´diatement sur lui-meˆme.
Voila` pourquoi la limite thermodynamique pertinente des syste`mes auto-
gravitants est N → ∞, V → ∞ avec N
V
1
3
fini. Pour cette limite, η est
fini et l’autogravite´ joue un roˆle important. Par contre, la limite thermo-
dynamique standard N → ∞, V → ∞ avec N
V
fini, correspond pour les
syste`mes autogravitants a` η → ∞ ou` le syste`me s’effondre sur lui-meˆme.
Il a e´te´ estime´ que η ∼ 1 pour le milieu interstellaire [3, 6]. Ceci confirme
que l’autogravite´ joue un roˆle tre`s important dans la physique du milieu
interstellaire.
Calculons η a` partir des solutions de l’e´quation de Lane-Emden (1.12)
dans le cas de la sphe`re isotherme. La masse contenue a` l’inte´rieur du
volume V est
M = m N =
∫
V
d3~q
′
ρm(~q
′
) .
En utilisant les e´quations (1.8) et le the´ore`me de Green-Ostrogradski sur
le volume V , on trouve que la masse est proportionnelle a` une inte´grale sur
la surface de la paroi entourant le volume V
M = − T
4πG m
∮
~dS ~∇~q ln ρm .
Dans le cas de la syme´trie sphe`rique ou` le volume est une sphe`re de rayon
Q, le parame`tre ηR = G m
2 N
Q T
= η
(
4 π
3
) 1
3 de´fini dans l’introduction par la
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relation (3) vaut
ηR = −Q
(
d
dq
(ln ρm)
)
q=Q
. (1.16)
D’apre`s la relation (1.9) et en introduidant le rayon re´duit λ =
√
4π G mρo
T
Q
( e´q. (1.10)), on obtient
ηR =
G m2 N
Q T
= −λχ′ (λ) . (1.17)
Nous allons maintenant de´terminer l’e´quation d’e´tat de la sphe`re isotherme.
1.4.2 L’e´quation d’e´tat
Les e´quations (1), (1.9), (1.10) et (1.17) permettent de de´duire la valeur
du parame`tre f de´fini dans l’introduction par la relation (2)
f =
P V
N T
= − 1
3
λ eχ(λ)
χ
′ (λ)
(1.18)
ou` P est la pression du gaz sur la paroi et V = 4 π Q
3
3
est le volume du
syste`me. Ce parame`tre de´termine l’e´quation d’e´tat du gaz sur la paroi.
Montrons que f comme fonction de ηR obe´it a` une e´quation diffe´rentielle
du premier ordre. D’apre`s les e´quations (1.12), (1.17) et (1.18), on a
1
f
df
dλ
=
1
λ
(
3 − 3 f − ηR) , 1
ηR
dηR
dλ
=
1
λ
(3 f − 1) .
On en de´duit que f comme fonction du parame`tre ηR obe´it a` l’e´quation
diffe´rentielle du premier ordre suivante
ηR
f
df
dηR
= −3 f + η
R − 3
3 f − 1 . (1.19)
L’e´quation diffe´rentielle (1.19) correspond a` une e´quation d’Abel de pre-
mier type. La condition initiale de cette e´quation diffe´rentielle est f(ηR =
0) = 1, ce qui correspond a` la limite des basses densite´s et des hautes
tempe´ratures ou` la sphe`re isotherme tend a` se comporter comme un gaz
parfait homoge`ne. Graˆce a` sa proprie´te´ de covariance (1.15), l’e´quation de
Lane-Emden isotherme qui est une e´quation diffe´rentielle du second ordre
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a e´te´ re´duite en l’e´quation du premier ordre (1.19) d’inconnue f(ηR). Ce
re´sultat a e´te´ obtenu car la grandeur ηR = −λχ′ (λ) de´finie par la relation
(1.17) et la grandeur f = − 13 λ e
χ(λ)
χ
′ (λ)
de´finie par la relation (1.18) sont
invariantes par la transformation d’e´chelle (1.15).
La courbe f(ηR) (fig.1.1) constitue le diagramme de phase de la sphe`re
isotherme. Chaque point du diagramme repre´sente une configuration d’e´qui-
libre, solution de l’e´quation de Lane-Emden isotherme (e´q.(1.12)). Le point
(ηR = 0, f = 1) correspond a` la limite des basses densite´s et des hautes tem-
pe´ratures ou` les effets de la gravitation sont ne´gligeables et ou` le syste`me
est homoge`ne. Le parame`tre ηR atteint sa valeur maximale au point (ηR =
2.51..., f = 13) ; il s’agit du point de tempe´rature minimale ou` la chaleur
spe´cifique a` volume constant diverge en devenant ne´gative. Le point (ηR =
2, f = 13) correspond a` la limite des hautes densite´s ou` le syste`me est in-
finiment dense au centre de la sphe`re. Les configurations comprises entre
le point (ηR = 0, f = 1) et le point (ηR = 2.43..., f = 0.40...) sont stables
dans l’ensemble canonique. Le point (ηR = 2.43..., f = 0.40...) repre´sente´
par le symbole +can est le point d’instabilite´ dans l’ensemble canonique.
Les configurations comprises entre le point (ηR = 0, f = 1) et le point
(ηR = 2.14..., f = 0.26...) sont stables dans l’ensemble micrcanonique. Le
point (ηR = 2.14..., f = 0.26...) repre´sente´ par le symbole +mic est le point
d’instabilite´ dans l’ensemble microcanonique.
De´terminons la pression a` l’inte´rieur de la sphe`re. Plac¸ons nous a` un
rayon q infe´rieur au rayon Q de la paroi sphe`rique. D’apre`s l’e´quation
(1.10), a` ce rayon q correspond un rayon re´duit λq =
q
Q
λ. On en de´duit
d’apre`s les e´quations (1) et (1.9) que la densite´ de masse et la pression au
rayon q sont telles que
m P (q)
Tρo
=
ρm(q)
ρo
= e χ(
q
Q
λ) . (1.20)
Introduisons le contraste qui est le rapport de la pression au centre de la
sphe`re et de la pression sur la paroi de la sphe`re
C =
P (0)
P (Q)
= e −χ( λ) . (1.21)
La fonction χ(λ) solution de l’e´quation de Lane-Emden isotherme (1.12) est
ne´gative et de´croissante. On en de´duit que le contraste est une grandeur
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supe´rieure a` 1 et croissante avec λ. Chaque configuration d’e´quilibre de
la sphe`re isotherme, solution de l’e´quation de Lane-Emden isotherme est
de´termine´e par une et une seule valeur de λ, elle est donc de´termine´e par
une et une seule valeur du contraste.
Nous allons maintenant calculer l’e´nergie.
1.4.3 L’e´nergie
Pour calculer l’e´nergie, nous allons appliquer le the´ore`me du viriel [27].
Conside´rons un corps thermalise´ dont l’e´nergie potentielle d’interactionEP
est une fonction homoge`ne d’ordre n des coordonne´es des particules et qui
a comme e´nergie cine´tiqueEc, comme e´nergie totale E = Ec+EP et comme
pression de paroi P . On a la relation suivante
2 Ec − n EP = (n+ 2) Ec − n E = 3 PV .
Pour un gaz autogravitant, l’e´nergie potentielle d’interaction est d’ordre
n = −1, on a donc
2 Ec + EP = Ec + E = 3 PV . (1.22)
En supposant que le gaz est monoatomique, on a Ec =
3
2 N T . D’apre`s
l’e´quation (1.18), on obtient le re´sultat suivant pour l’e´nergie
E
NT
= 3
(
f − 1
2
)
. (1.23)
Introduisons le parame`tre ǫR = Q E
G m2 N2
qui est le quotient de son e´nergie
E et de l’ e´nergie G m
2 N
Q
qui est de l’ordre de son e´nergie gravitationnelle.
D’apre`s les e´quations (1.17) et (1.23), on a
ǫR =
q E
G m2 N2
= 3
f − 12
ηR
. (1.24)
Alors que ηR est le parame`tre pertinent dans l’ensemble canonique, ǫR est
le parame`tre pertinent dans l’ensemble microcanonique.
Calculons maintenant la chaleur spe´cifique a` volume constant et la
chaleur spe´cifique a` pression constante.
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Fig. 1.2 – La chaleur spe´cifique a` volume constant cv, la chaleur spe´cifique a` pres-
sion constante cp, la compressibilite´ isotherme κT et la compressibilite´ adiabatique κS en
fonction de lnλ de´fini par l’e´quation (1.10). La chaleur spe´cifique a` volume constant est
positive pour 0 ≤ λ < 8.99, diverge pour λ = 8.99, est ne´gative pour 8.99 < λ < 34.2 et
s’annule en redevenant positive pour λ = 34.2. La chaleur spe´cifique a` pression constante
est positive pour 0 ≤ λ < 6.5, diverge pour λ = 6.5, est ne´gative pour 6.5 < λ < 25.8 et
s’annule en redevenant positive pour λ = 25.8. La compressibilite´ isotherme est positive
pour 0 ≤ λ < 6.5 et diverge en devenant ne´gative pour λ = 6.5, c’est a` dire pour la meˆme
valeur ou` la chaleur spe´cifique a` pression constante diverge. La compressibilite´ adiaba-
tique est positive pour 0 ≤ λ < 25.8 et diverge en devenant ne´gative pour λ = 25.8, c’est
a` dire pour la meˆme valeur ou` la chaleur spe´cifique a` pression constante s’annule.
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1.4.4 Chaleurs spe´cifiques
Effectuons d’abord le calcul de la chaleur spe´cifique a` volume constant
cv =
1
N
(
∂E
∂T
)
V
. En utilisant les e´quations (1.17) et (1.23), on trouve
cv = 3
[
f(ηR)− ηRf ′(ηR)− 1
2
]
.
En utilisant l’e´quation (1.19), on obtient
cv = 6f − 7
2
+ ηR +
ηR − 2
3f − 1 . (1.25)
Graˆce aux e´quations (1.17) et (1.18), on trace cv (fig.1.2) en fonction du
rayon re´duit λ (1.10). La chaleur spe´cifique a` volume constant est positive
pour 0 ≤ λ < 8.99, diverge pour λ = 8.99, est ne´gative pour 8.99 < λ <
34.2 et s’annule en redevenant positive pour λ = 34.2.
Effectuons maintenant le calcul de la chaleur spe´cifique a` pression cons-
tante cp =
1
N
(
∂E
∂T
)
P
.
En utilisant la formule [27]
cp = cv − T
N
(
∂P
∂T
)2
V(
∂P
∂V
)
T
et les e´quations (1.17) et (1.18), on a
cp = −3
2
+ 4f(ηR)
f(ηR)− ηRf ′(ηR)
f(ηR) + η
R
3 f
′(ηR)
.
En utilisant l’e´quation (1.19), on obtient
cp = −3
2
+ 12 f +
24(ηR − 2)f
6f − ηR . (1.26)
Graˆce aux e´quations (1.17) et (1.18), on trace cp (fig.1.2) en fonction du
rayon re´duit λ (1.10). La chaleur spe´cifique a` pression constante est positive
pour 0 ≤ λ < 6.5, diverge pour λ = 6.5, est ne´gative pour 6.5 < λ < 25.8
et s’annule en redevenant positive pour λ = 25.8.
Nous allons enfin calculer la compressibilite´ isotherme et la compress-
ibilite´ adiabatique.
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1.4.5 Compressibilite´s
La compressibilite´ isotherme et la compressibilite´ adiabatique ont pour
expression respective
κT = − 1
V
(
∂V
∂P
)
T
, κS = − 1
V
(
∂V
∂P
)
S
.
Elles expriment la variation de la pression par rapport au volume respec-
tivement a` tempe´rature constante et entropie constante.
Calculons la compressibilite´ isotherme pour les configurations d’e´quili-
bre de la sphe`re isotherme. En utilisant les e´quations (1.17) et (1.18), on
trouve que la compressibilite´ isotherme est e´gale a`
NT
V
κT =
1
f(ηR) + η
R
3 f
′(ηR)
.
En utilisant l’e´quation (1.19), on a
NT
V
κT =
3
2f
[
1 +
ηR − 2
6f − ηR
]
. (1.27)
Graˆce aux e´quations (1.17) et (1.18) on trace κT (fig.1.2) en fonction du
rayon re´duit λ (1.10). La compressibilite´ isotherme est positive pour 0 ≤
λ < 6.5 et diverge en devenant ne´gative pour λ = 6.5, c’est a` dire pour la
meˆme valeur ou` la chaleur spe´cifique a` pression constante diverge.
La compressibilite´ adiabatique ve´rifie la relation [27]
κS =
cv
cp
κT .
En utilisant les e´quations (1.25), (1.26) et (1.27), on en de´duit
NT
V
κS =
3
f
12f 2 + (2ηR − 11)f + 1
48f 2 + (8ηR − 38)f + ηR . (1.28)
Graˆce aux e´quations (1.17) et (1.18), on trace κS (fig.1.2) en fonction du
rayon re´duit λ (1.10). La compressibilite´ adiabatique est positive pour 0 ≤
λ < 25.8 et diverge en devenant ne´gative pour λ = 25.8, c’est a` dire pour
la meˆme valeur ou` la chaleur spe´cifique a` pression constante s’annule.
Nous allons maintenant explorer le comportement de la sphe`re isotherme
dans deux cas limites.
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1.5 Cas limites
Nous allons voir la limite λ → 0 qui correspond aux basses densite´s et
aux hautes tempe´ratures puis la limite λ→∞ qui correspond aux hautes
densite´s.
1.5.1 De´veloppement a` haute tempe´rature
De´veloppons la solution de l’e´quation de Lane-Emden (1.12) pre`s de
λ = 0 en utilisant les conditions initiales (1.13) et (1.14). On trouve
χ(λ) = −1
6
λ2 +
1
120
λ4 +
1
1890
λ6 + O(λ8) . (1.29)
D’apre`s l’e´quation (1.21), le de´veloppement du contraste qui est le rapport
de la pression au centre de la sphe`re et de la pression sur la paroi de la
sphe`re est
C = 1 +
1
6
λ2 +
1
180
λ4 + O(λ6) .
Le de´veloppement pour λ petit correspond aux contrastes proches de 1 par
valeurs supe´rieures, c’est a` dire a` des configurations d’e´quilibre de la sphe`re
isotherme presque homoge`nes. D’apre`s l’e´quation (1.17), le de´veloppement
du parame`tre ηR est
ηR =
1
3
λ2 − 1
30
λ4 +
1
315
λ6 + O(λ8) .
En se re´fe´rant a` la de´finition de ηR (1.17), le de´veloppement pour λ petit
correspond aux hautes tempe´ratures. En utilisant les e´quations (1.18) et
(1.29), on trouve le de´veloppement de f
f =
P V
N T
= 1 − 1
15
λ2 +
19
3150
λ4 + O(λ6) . (1.30)
On en de´duit la condition limite de l’e´quation diffe´rentielle (1.19)
f(ηR = 0) = 1
et le de´veloppement de f en ηR
f(ηR) = 1 − 1
5
ηR − 1
175
(ηR)2 + O[(ηR)3] . (1.31)
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D’apre`s les e´quations (1.23), (1.30) et (1.31), le de´veloppement de l’e´nergie
E est
E
NT
=
3
2
− 1
5
λ2 + O(λ4) =
3
2
− 3
5
ηR + O[(ηR)2] .
D’apre`s l’e´quation (1.20), la pression du gaz en un rayon q infe´rieur au
rayon Q de la paroi est telle que
m P (q)
Tρo
= 1− 1
6
(
q
Q
λ
)2
+ O
[(
q
Q
λ
)4]
. (1.32)
Pour les hautes tempe´ratures (λ → 0) : E ∼ 32NT et P ∼ Tρom , l’e´nergie
cine´tique l’emporte largement sur l’e´nergie potentielle autogravitante et la
pression suit la loi des gaz parfaits ; le syste`me se comporte donc comme un
gaz parfait homoge`ne. Les corrections par rapport a` la loi des gaz parfaits
dans l’e´quation (1.32) sont ne´gatives puisque la force gravitationnelle est
attractive.
Nous allons maintenant explorer la limite λ→∞ de la sphe`re isotherme
qui correspond a` la limite des contrastes infinis. Cette limite approche une
solution singulie`re de l’e´quation de Lane-Emden isotherme (1.12).
1.5.2 De´veloppement autour de la sphe`re singulie`re
Pre´sentons la limite λ → ∞ de la sphe`re isotherme [5]. L’e´quation de
Lane-Emden (1.12) a une solution singulie`re
χS(λ) = ln
2
λ2
.
Cette solution diverge pour λ = 0, elle ne ve´rifie donc pas les conditions aux
limites (1.13) et (1.14). On appelle cette solution de l’e´quation de Lane-
Emden (1.12) solution singulie`re et la sphe`re isotherme correspondante
sphe`re singulie`re. D’apre`s les e´quations (1.17) et (1.18), les valeurs des
parame`tres ηR et f sont pour la sphe`re singulie`re
ηR = ηS = 2 , f = fS =
1
3
.
Etudions maintenant le comportement des solutions de l’e´quation (1.12)
au voisinage de la solution singulie`re. En posant
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χ = χS + z
la fonction z ve´rifie l’e´quation
d2z
dt2
− dz
dt
+ 2 ez − 2 = 0 .
Comme z ≪ 1, on a
d2z
dt2
− dz
dt
+ 2 z = 0 .
La solution de cette e´quation est
z = A e
t
2 cos
(√
7
2
t + δ
)
ou` A et δ sont des constantes d’inte´gration. On a donc
χ(λ) = ln
2
λ2
+
A
λ
1
2
cos
(√
7
2
lnλ − δ
)
.
La solution χ approche de la solution singulie`re χS pour λ → ∞. En
utilisant la relation (1.9), on trouve que la densite´ est
ρm = ρo
2
λ2
exp
[
A
λ
1
2
cos
(√
7
2
lnλ − δ
)]
.
Pour λ→∞ la densite´ se de´veloppe en
ρm = ρo
2
λ2
[
1 +
A
λ
1
2
cos
(√
7
2
lnλ − δ
)]
(λ→∞) .
D’apre`s cette e´quation et l’e´quation (1.21), on voit que la limite λ → ∞
correspond aux configurations d’e´quilibre de la sphe`re isotherme dont le
contraste tend vers l’infini. On trouve que les parame`tres ηR (1.17) et f
(1.18) se de´veloppent pour λ→∞ en
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ηR = 2
[
1 +
A
4 λ
1
2
[
cos
(√
7
2
lnλ − δ
)
+
√
7 sin
(√
7
2
lnλ − δ
)]]
et
f =
1
3
[
1 +
A
4 λ
1
2
[
3 cos
(√
7
2
lnλ − δ
)
−
√
7 sin
(√
7
2
lnλ − δ
)]]
.
On voit que la courbe f(ηR) s’enroule en spirale autour du point singulier
ηS = 2 , fS =
1
3 (fig.1.1).
Nous allons maintenant e´tudier la stabilite´ du gaz autogravitant a` l’e´qui-
libre thermodynamique. Notons tout de suite que dans la limite λ → ∞
e´tudie´e dans ce paragraphe, le gaz autogravitant est instable.
1.6 Stabilite´
Nous avons de´termine´ les configurations d’e´quilibre hydrostatique du
gaz autogravitant a` l’e´quilibre thermodynamique. Elles sont solutions de
l’e´quation (1.11) et constituent l’approche du champ moyen de la me´ca-
nique statistique des syste`mes autogravitants. Nous allons pre´senter dans
cette section l’e´tude de la stabilite´ de ces configurations d’e´quilibre [9, 10,
11, 12]. Lorsque ces configurations sont instables, le syste`me cesse d’obe´ir
a` l’e´quation (1.11) ; les particules s’effondrent sous l’effet de l’autogravite´
et collapsent en un point de densite´ infinie. Cette e´tude a mis en e´vidence
que les re´gions de stabilite´ des configurations d’e´quilibre sont diffe´rentes
suivant l’ensemble statistique dans lequel on se place. Nous nous limitons
ici a` l’ensemble microcanonique ou` le syste`me est isole´ thermiquement et
a` l’ensemble canonique ou` le syste`me est place´ dans un bain thermique.
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1.6.1 Ensemble microcanonique et ensemble canonique
L’ensemble microcanonique et l’ensemble canonique ne donnent pas le
meˆme re´sultat en ce qui concerne la stabilite´ des configurations d’e´quilibre.
Ceci s’explique par le comportement de grandeurs physiques comme les
chaleurs spe´cifiques et les compressibilite´s.
Chaleurs spe´cifiques des gaz autogravitants
Les gaz autogravitants a` l’e´quilibre thermodynamique ont des configu-
rations d’e´quilibre de chaleur spe´cifique ne´gative (fig.1.2 dans le cas de la
syme´trie sphe`rique). Cette proprie´te´ implique que le gaz a un comporte-
ment inhabituel pour les syste`mes terrestres, il devient plus chaud quand
il perd de l’e´nergie.
Dans l’ensemble canonique, ce comportement est source d’instabilite´ car
le gaz e´change de l’e´nergie avec le thermostat. Supposons que la tempe´ra-
ture du gaz soit plus grande que la tempe´rature du thermostat, un transfert
d’e´nergie s’ope´re du gaz vers le thermostat. Comme la chaleur spe´cifique
du gaz est ne´gative, la tempe´rature du gaz ne cesse de monter et l’e´cart de
tempe´rature entre le gaz et le thermostat ne cesse de s’accroˆıtre. Aucun e´tat
d’e´quilibre ne peut eˆtre atteint. Les configurations d’e´quilibre de chaleur
spe´cifique ne´gative sont donc instables dans l’ensemble canonique. Dans
l’ensemble microcanonique, la situation est diffe´rente car le gaz est isole´
thermiquement.
Nous sommes habitue´s aux syste`mes de particules en interaction a` courte
porte´e qui sont homoge`nes a` l’e´quilibre thermodynamique. Pour ces syste`-
mes, l’ensemble canonique et l’ensemble microcanonique donnent les meˆ-
mes re´sultats dans la limite thermodynamique standard ou` le nombre de
particules N et le volume V ve´rifient N → ∞, V → ∞ avec N
V
fini.
L’e´nergie de ces syste`mes est extensive (elle est proportionnelle au nombre
de particules N et donc au volume V dans la limite thermodynamique).
On peut les diviser en sous-parties ; chaque sous-partie est en contact
thermique avec le reste du syste`me agissant comme un thermostat. Elle
peut donc eˆtre conside´re´e comme e´tant dans l’ensemble canonique, meˆme
si le syste`me est isole´ par rapport a` l’exte´rieur. Les ensembles canon-
ique et microcanonique sont donc e´quivalents pour ces syste`mes et leur
chaleur spe´cifique doit eˆtre positive. Les syste`mes autogravitants sont des
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syste`mes de particules en interaction a` longue porte´e qui ne sont pas ho-
moge`nes a` l’e´quilibre thermodynamique. La limite thermodynamique stan-
dardN →∞, V →∞ avec N
V
fini n’est pas pertinente. La limite thermody-
namique pertinente des syste`mes autogravitants est N →∞, V →∞ avec
N
V
1
3
qui est fini. Leur e´nergie est extensive, elle est proportionnelle au nom-
bre de particules N mais n’est plus proportionnelle au volume V dans la
limite thermodynamique autogravitante. L’ensemble canonique et l’ensem-
ble microcanonique ne donnent pas les meˆmes re´sultats en ce qui concerne
la stabilite´ des configurations d’e´quilibre des gaz autogravitants ; ils ont
des configurations d’e´quilibre stable avec une chaleur spe´cifique ne´gative
dans l’ensemble microcanonique [11, 12].
En revanche, pour tous les syste`mes autogravitants ou non la chaleur
spe´cifique d’un syste`me est toujours positive dans l’ensemble canonique.
Soit un syste`me place´ dans un bain thermique a` la tempe´rature T et ayant
des niveaux d’energie Ei. Son e´nergie moyenne est
< E > =
∑
iEi exp(−β Ei)∑
i exp(−β Ei)
ou` β = 1
T
est le facteur de Boltzmann. Sa chaleur spe´cifique est e´gale au
carre´ des fluctuations de l’e´nergie. En effet,
c =
d < E >
dT
= −β2 d < E >
dβ
= β2 < (E− < E >)2 > .
La chaleur spe´cifique d’un syste`me est toujours positive dans l’ensemble
canonique. Une telle contrainte sur le signe de la chaleur spe´cifique n’existe
pas dans l’ensemble microcanonique.
Nous allons maintenant voir les proprie´te´s des compressibilite´s isotherme
et adiabatique.
Compressibilite´s des gaz autogravitants
La compressibilite´ d’un fluide mesure le rapport entre sa variation de
volume V et sa variation de pression P . Son expression est
κ = − 1
V
∂V
∂P
.
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Lorsque κ > 0, on a ∂V
∂P
< 0, c’est a` dire que le fluide diminue de volume
quand on le comprime plus, un tel comportement est normal pour un fluide.
Par contre lorsque κ < 0, on a ∂V
∂P
> 0, c’est a` dire que le fluide diminue
de volume quand on le comprime moins, un tel comportement est anormal
pour un fluide et il conduit a` une instabilite´ analogue a` celle de Jeans [28]
pour un fluide autogravitant homoge`ne (voir annexe B). Ainsi l’e´tude du
signe de κ permet de savoir si les configurations d’e´quilibre des syste`mes
autogravitants sont des configurations d’e´quilibre stables ou instables. Le
syste`me est stable lorsque κ > 0 et instable lorsque κ < 0.
Dans l’ensemble canonique ou` la tempe´rature est constante, c’est la
compressibilte´ isotherme qui doit eˆtre positive et dans l’ensemble micro-
canonique ou` l’entropie est constante, c’est la compressibilte´ adiabatique
qui doit eˆtre positive.
Nous allons de´terminer les configurations d’e´quilibre stable de la sphe`re
isotherme dans ces deux ensembles.
1.6.2 Stabilite´ de la sphe`re isotherme
Chaque configuration d’e´quilibre de la sphe`re isotherme est caracte´rise´e
par une valeur du rayon re´duit λ (1.10), et a` chaque valeur de λ correspond
une valeur du contraste C (1.21) qui est le rapport de la pression au centre
de la sphe`re et de la pression a` la pe´riphe´rie de la sphe`re. La limite λ→ 0
correspond au gaz parfait homoge`ne pour laquelle C → 1, il s’agit de la
limite des basses densite´s. La limite λ → ∞ correspond a` la sphe`re sin-
gulie`re pour laquelle C →∞, il s’agit de la limite des hautes densite´s. Nous
allons de´terminer la zone de stabilite´ de la sphe`re isotherme, c’est a` dire les
valeurs du rayon re´duit λ et celles du contraste pour lesquelles les configu-
rations d’e´quilibre sont stables et de´terminer les points qui correspondent
a` ces valeurs dans le diagramme de phase (fig.1.1).
De´terminons d’abord la zone de stabilite´ dans l’ensemble canonique.
Stabilite´ de la sphe`re isotherme dans l’ensemble canonique
La zone de stabilite´ dans l’ensemble canonique correspond aux valeurs
du rayon re´duit λ comprises entre 0 et 6.5..., c’est a` dire aux valeurs du
contraste C comprises entre 1 et 14.1.... Ces configurations d’e´quilibre sta-
ble correspondent a` la partie supe´rieure du diagramme de phase (fig.1.1)
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du point (ηR = 0, f = 1) au point (ηR = 2.43..., f = 0.40...). Ces configu-
rations sont stables dans l’ensemble canonique car les chaleurs spe´cifiques
et la compressibilite´ isotherme sont positives (fig1.2). En revanche, pour
λ = λcan = 6.5... (C = 14.1..., η
R = ηcan = 2.43..., f = 0.40...), la chaleur
spe´cifique a` pression constante et la compressibilite´ isotherme divergent
en devenant ne´gatives. Cette configuration est le point d’instabilite´ de la
sphe`re isotherme dans l’ensemble canonique. D’apre`s les e´quations (1.17),
(1.18) et (1.27), les e´quations de´finissant ηcan et λcan sont
6 f(ηcan) = ηcan . (1.33)
et
eχ(λcan) −
(
χ
′
(λcan)
)2
2
= 0
De´terminons maintenant la zone de stabilite´ dans l’ensemble micro-
canonique.
Stabilite´ de la sphe`re isotherme dans l’ensemble microcanonique
La zone de stabilite´ dans l’ensemble microcanonique correspond aux
valeurs du rayon re´duit λ comprises entre 0 et 25.8..., c’est a` dire aux valeurs
du contraste C comprises entre 1 et 389. Ces configurations d’e´quilibre sta-
ble correspondent a` toute la partie supe´rieure du diagramme de phase
(fig.1.1) du point (ηR = 0, f = 1) au point (ηR = 2.51..., f = 13) et
a` la infe´rieure du diagramme du point (ηR = 2.51..., f = 13) au point
(ηR = 2.14..., f = 0.26...). Ces configurations sont stables dans l’ensem-
ble microcanonique car la compressibilite´ adiabatique est positive (fig1.2).
Pour λ = λmic = 25.8 (C = 389, η
R = ηmic = 2.14..., f = 0.26...), la com-
pressibilite´ adiabatique diverge en devenant ne´gative. Cette configuration
est le point d’instabilite´ de la sphe`re isotherme dans l’ensemble micro-
canonique. On peut remarquer aussi que la chaleur spe´cifique a` pression
constante s’annule en redevenant positive. D’apre`s les e´quations (1.17),
(1.18) et (1.28), les e´quations de´finissant ηmic et λmic sont
48f(ηmic)
2 + (8ηmic − 38)f(ηmic) + ηmic = 0 . (1.34)
et
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48λ 2mic e
2χ(λmic) + 3
[
8λmicχ
′
(λmic) + 38
]
λmice
χ(λmic)χ
′
(λmic)
−9λmic[χ′(λmic)]2 = 0 .
Les configurations d’e´quilibre correspondant a` la la partie supe´rieure du
diagramme de phase (fig.1.1) du point (ηR = 2.43..., f = 0.40...) au point
(ηR = 2.51..., f = 1
3
) et a` la partie infe´rieure du diagramme du point (ηR =
2.51..., f = 13) au point (η
R = 2.14..., f = 0.26...) ont une chaleur spe´cifique
a` pression constante ne´gative. Elles sont stables dans dans l’ensemble mi-
crocanonique et instables dans l’ensemble canonique. La zone de stabilite´
dans l’ensemble microcanonique est plus e´tendue que dans l’ensemble canon-
ique car le syste`me y subit plus de contraintes. Ces re´sultats sur la stabilite´
de la sphe`re isotherme, de´duits du comportement des chaleurs spe´cifiques
et des compressibilite´s sont confirme´s par les calculs Monte Carlo faits dans
l’ensemble canonique et dans l’ensemble microcanonique [6].
1.6.3 Instabilite´s gravitationnelles en astrophysique
On voit donc que l’ensemble statistique joue un roˆle important dans la
physique des gaz autogravitants. On doit donc de´terminer dans quel en-
semble statistique se trouvent les objets astrophysiques que l’on e´tudie.
Les nuages interstellaires et les distributions de galaxies sont baigne´s par
le rayonnement de fond micro-onde qui joue le roˆle de thermostat. On doit
donc utiliser l’ensemble canonique pour les e´tudier. Les e´toiles sont des
syste`mes isole´s, on doit donc utiliser l’ensemble microcanonique pour les
e´tudier. Les instabilite´s gravitationnelles permettent d’expliquer la forma-
tion des e´toiles dans les nuages interstellaires [29, 30]. Les instabilite´s grav-
itationnelles jouent aussi un roˆle important dans la formation de structures
hierarchiques dans les distributions de galaxies, les amas et les superamas
de galaxies.
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Chapitre 2
Me´canique statistique
La me´canique statistique des syste`mes autogravitants est l’objet de ce
chapitre. Nous nous placerons dans le formalisme de Gibbs [6, 7, 13, 14]
plutoˆt que dans le formalisme de Boltzmann [11, 12]. Elle a e´te´ e´tudie´e dans
l’ensemble microcanonique, dans l’ensemble canonique et dans l’ensemble
grand-canonique [6, 7, 8]. La me´canique statistique dans l’approche du
champ moyen de´crit exactement la phase gazeuse dans la limite thermo-
dynamique autogravitante ou` le nombre de particules N et le volume V
tendent vers l’infini et ou` N
V
1
3
est fini. Elle montre que le gaz autogravitant
obe´it a` l’e´quation d’e´quilibre hydrostatique (1.11) et obe´it localement a`
l’e´quation d’e´tat des gaz parfaits. Nous allons pre´senter la me´canique statis-
tique dans l’ensemble microcanonique et dans l’ensemble canonique. Dans
la limite thermodynamique autogravitante, la fonction de partition est ap-
proche´e par une inte´grale fonctionnelle sur la densite´. Le poids statistique
de chaque densite´ est l’exponentielle d’une ”action effective” proportion-
nelle a` N . Dans la limite N →∞, on applique l’approximation de point col
qui constitue l’approche du champ moyen. Les points col sont identiques
dans l’ensemble microcanonique et dans l’ensemble canonique. Ils corre-
spondent aux configurations d’e´quilibre hydrostatique des syste`mes auto-
gravitants isothermes dont la densite´ de masse obe´it a` l’e´quation (1.11).
Si le poids statistique de la densite´ dans l’inte´grale fonctionnelle diminue
pour de petites fluctuations autour du point col, alors le point col domine
l’inte´grale et le champ moyen est valide dans la limite N →∞. Par contre,
si le poids statistique de la densite´ dans l’inte´grale fonctionnelle augmente
pour de petites fluctuations autour du point col alors le point col ne domine
pas l’inte´grale et le champ moyen n’est pas valide dans la limite N →∞.
Les calculs Monte Carlo [6] confirment les hypothe`ses du premier chapitre
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sur la stabilite´ des configurations d’e´quilibre. Dans l’ensemble canonique,
le champ moyen cesse d’eˆtre valide lorsque la compressibilite´ isotherme
diverge et devient ne´gative. Dans l’ensemble microcanonique, le champ
moyen cesse d’eˆtre valide lorsque la compressibilite´ adiabatique diverge et
devient ne´gative. Dans ces conditions, il faut e´tudier le syste`me par des
calculs Monte Carlo. Pour ces points d’instabilite´, les calculs Monte Carlo
montrent qu’une transition de phase se produit de la phase gazeuse vers la
phase collapse´e.
2.1 Ensemble microcanonique
Etudions la me´canique statistique dans l’ensemble microcanonique d’un
gaz thermiquement isole´ dans un volume V et d’e´nergie E, compose´ de N
particules de masse m interagissant entre elles par la gravite´. Calculons
d’abord le nombre de microe´tats.
2.1.1 Nombre de microe´tats
Le hamiltonien du gaz dont les particules ont comme positions ~q1, ..., ~qN
et comme impulsions ~p1, ..., ~pN , est
H =
N∑
i=1
~p 2i
2 m
+ EP (~q1, ..., ~qN) , EP = −G m2
∑
1≤i<j≤N
1
|~qi − ~qj|A
(2.1)
ou` le premier terme est l’e´nergie cine´tique et le deuxie`me terme EP est
l’e´nergie potentielle. Comme les forces non gravitationnelles dominent a`
courte distance dans les syste`mes physiques qui nous inte´ressent (nuages
interstellaires, distributions de galaxies), on a introduit le cut-off suivant
|~qi − ~qj|A = |~qi − ~qj| si |~qi − ~qj| ≥ A
et
|~qi − ~qj|A = −A si |~qi − ~qj| < A . (2.2)
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Le nombre de microe´tats en fonction de l’e´nergie E est
Ω(E) =
1
N !
∫ N∏
l=1
d3~ql d
3~pl
(2π)3
δ
[
E −
N∑
i=1
~p 2i
2 m
− EP (~q1, ..., ~qN)
]
.
(2.3)
Par convention, la constante de Planck ~ est choisie e´gale a` 1. Notez que
le cut-off a` courte distance A permet d’e´viter la divergence de Ω(E) qui
ne serait pas de´fini mathe´matiquement. En effectuant le changement de
variable polaire sur les impulsions ρ2 =
∑N
i=1
~p2i
2 m et en inte´grant sur les
angles, on trouve
Ω(E) =
1
N !
3N
Γ
(
3 N
2 + 1
) ( m
2π2
) 3 N
2
∫ N∏
l=1
d3~ql
∫
dρ ρ 3N−1 δ(E−EP−ρ2) .
On introduit les positions sans dimension
~rl =
~ql
V
1
3
,
l’e´nergie potentielle sans dimension
u(~r1, ..., ~rN) = − V
1
3
G m2 N
EP (~q1, ..., ~qN) =
1
N
∑
1≤i<j≤N
1
|~ri − ~rj|α (2.4)
avec α = A
V
1
3
≪ 1 et le parame`tre
ǫ =
E V
1
3
G m2 N2
. (2.5)
On trouve que le nombre de microe´tats Ω(E) est e´gal au produit du nom-
bre de microe´tats ΩGP du gaz parfait (GP) d’e´nergie E et de volume V
contenant N particules de masse m par une inte´grale sur les positions des
particules Ωint qui contient l’information sur l’interaction gravitationnelle,
ainsi :
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Ω(E) = ΩGP Ωint ,
ΩGP =
1
N !
3 N
2
(m
2π
) 3 N
2
V N E
3 N
2 − 1 ,
Ωint = ǫ
3 N
2 − 1
∫ N∏
l=1
d3~rl
(
ǫ+
u(~r1, ..., ~rN)
N
) 3 N
2 − 1
θ(ǫ+
u
N
) . (2.6)
La pre´sence de la fonction de Heavyside θ(ǫ + u
N
) impose que l’e´nergie
potentielle doit eˆtre infe´rieure a` l’e´nergie totale E. Connaissant le nombre
de microe´tats (e´q.(2.6)), nous en de´duisons l’entropie S = lnΩ(E) et toutes
les grandeurs physiques.
2.1.2 Grandeurs physiques
L’entropie du syste`me est
S = lnΩ(E) = lnΩGP + lnΩint . (2.7)
Elle s’exprime comme la somme de deux termes. Le premier terme SGP =
lnΩGP est l’entropie d’un gaz parfait d’e´nergie E et de volume V compose´
de N particules. Dans la limite N →∞, on obtient la formule de Sackur-
Tetrode [31]
SGP = N
[
ln
V
N
+
3
2
ln
(
m
3π
E
N
)
+
5
2
]
.
Le deuxie`me terme de l’e´quation (2.7) contient l’information sur l’interac-
tion gravitationnelle entre les particules.
A partir de l’entropie, on calcule la tempe´rature T et la pression de paroi
P par les relations thermodynamiques standard 1
T
=
(
∂S
∂E
)
V,N
et P =
T
(
∂S
∂V
)
E,N
. En utilisant les e´quations (2.5), (2.6) et (2.7), on trouve
1
T
=
3 N
2 E
+
ǫ
E
∂
∂ǫ
(lnΩint) =
3 N
2 E
[
1 − 2
3 N
] 〈
1
ǫ+ u(.)
N
〉
ǫ+
1
E
(2.8)
ou`
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〈
1
ǫ+ u(.)
N
〉
=
∫
volume unite
ΠNl=1d
3~rl
(
ǫ + u
N
)3 N
2 − 2 θ(ǫ+ u
N
)∫
volume unite
ΠNl=1d
3~rl
(
ǫ + u
N
)3 N
2 − 1 θ(ǫ+ u
N
)
.
Graˆce aux e´quations (2.5), (2.6) et (2.7), on trouve l’e´quation d’e´tat
P V
N T
= 1 +
ǫ
3 N
∂
∂ǫ
(lnΩint) =
1
2
+
1
3 N
+
1
2
[
1− 2
3 N
] 〈
1
ǫ+ u(.)
N
〉
ǫ .
(2.9)
En combinant les e´quations (2.8) et (2.9), on retrouve le the´ore`me du viriel
(1.22)
3 P V =
3
2
N T + E .
Nous allons maintenant nous placer dans l’ensemble canonique.
2.2 Ensemble canonique
Etudions la me´canique statistique dans l’ensemble canonique d’un sys-
te`me de volume V compose´ de N particules de masse m interagissant entre
elles par la gravite´. Il est place´ dans un bain thermique a` la tempe´rature
T et une pression P s’applique sur la paroi qui l’enferme.
2.2.1 Fonction de partition
La fonction de partition est
Z =
1
N !
∫ N∏
l=1
d3~ql d
3~pl
(2π)3
e−
H
T (2.10)
ou` H est le hamiltonien du gaz de´fini dans la section pre´ce´dente par
l’e´quation (2.1). Remarquons que le cut-off a` courte distance dans l’e´nergie
potentielle permet de de´finir mathe´matiquement les inte´grales dans Z. En
calculant les inte´grales gaussiennes sur les impulsions et en introduisant les
positions sans dimension des particules ~rl =
~ql
V
1
3
, on trouve que la fonction
de partition Z est e´gale a` la fonction de partition ZGP du gaz parfait (GP)
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de tempe´rature T et de volume V contenant N particules de masse m fois
une inte´grale sur les positions des particules Zint qui contient l’information
sur l’interaction gravitationnelle, c’est a` dire pre´cisemment :
Z = ZGP Zint ,
ZGP =
1
N !
(
m T
2π
) 3 N
2
V N ,
Zint = e
ΦN (η) =
∫
volume unite
N∏
l=1
d3~rl e
η u(~r1,...,~rN ) . (2.11)
Le parame`tre η vaut
η =
G m2 N
T V
1
3
(2.12)
et u est l’e´nergie potentielle sans dimension de´finie par l’e´quation (2.4).
Connaissant la fonction de partition Z (e´q.(2.11)), nous allons maintenant
en de´duire l’e´nergie libre F = −T lnZ et toutes les grandeurs physiques.
2.2.2 Grandeurs physiques
L’e´nergie libre F = −T lnZ est d’apre`s l’e´quation (2.11)
F = FGP − T ΦN(η) (2.13)
ou` FGP = −T lnZGP est l’e´nergie libre du gaz parfait de tempe´rature T et
de volume V contenant N particules de masse m. Dans la limite N →∞,
on obtient [31]
FGP = −NT ln
[
eV
N
(
mT
2 π
) 3
2
]
.
D’apre`s les e´quations (2.11), (2.12) et (2.13), la pression P = − (∂F
∂V
)
T,N
qui s’exerce sur le syste`me est
P =
NT
V
− η
3
T
V
Φ
′
N(η) . (2.14)
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D’apre`s les e´quations (2.11) et (2.12), l’e´nergie moyenne < E >=
−
(
∂ lnZ
∂β
)
V,N
ou` β = 1
T
est
< E > =
3
2
NT − T η Φ′N(η) . (2.15)
En combinant les e´quations (2.14) et (2.15), on retrouve le the´ore`me du
viriel (1.22)
3 P V =
3
2
N T + < E > .
Introduisons la grandeur f
f(η) =
PV
NT
= 1− η
3N
Φ
′
N(η) . (2.16)
Il s’agit de l’e´quation d’e´tat du syste`me. Dans la limite η → 0 (gaz parfait),
on a f(η = 0) = 1 et ΦN(η = 0) = 0. En inte´grant la relation (2.16), on a
ΦN(η) = 3 N
∫ η
0
dx
1− f(x)
x
. (2.17)
On peut exprimer toutes les grandeurs thermodynamiques en fonction de
la grandeur f(η) graˆce a` cette e´quation. D’apre`s l’e´quation (2.13), l’e´nergie
libre est
F = FGP − 3NT
∫ η
0
dx
1− f(x)
x
. (2.18)
L’e´nergie moyenne est en utilisant l’e´quation (2.15)
< E > = 3 NT
[
f(η) − 1
2
]
. (2.19)
On en de´duit la valeur de l’entropie S = E−F
T
S = SGP + 3 N
[
f(η) − 1 +
∫ η
0
dx
1− f(x)
x
]
. (2.20)
Calculons la chaleur spe´cifique a` volume constant et la chaleur spe´cifique a`
pression constante. D’apre`s l’e´quation (2.20), la chaleur spe´cifique a` volume
constant cv =
T
N
(
∂S
∂T
)
V,N
vaut
cv = 3
[
f(η) − ηf ′(η) − 1
]
. (2.21)
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D’apre`s les e´quations (2.12), (2.14) et (2.21), la chaleur spe´cifique a` pression
constante [27]
cp = cv − T
N
(
∂P
∂T
)2
V,N(
∂P
∂V
)
T,N
devient
cp = −3
2
+
4 f(η)[f(η)− ηf ′(η)]
f(η) + 13ηf
′(η)
. (2.22)
On peut aussi calculer la compressibilite´ isotherme et la compressibilite´
adiabatique. En utilisant les e´quations (2.12) et (2.14), la compressibilite´
isotherme κT = − 1V
(
∂V
∂P
)
T,N
s’exprime suivant
NT
V
κT =
1
f(η) + 13ηf
′(η)
. (2.23)
La compressibilite´ adiabatique [27]
κS = − 1
V
(
∂V
∂P
)
S,N
=
cv
cp
κT ,
d’apre`s les e´quations (2.21), (2.22) et (2.23) vaut
NT
V
κS =
3[f(η)− ηf ′(η)− 12]
8f(η)[f(η)− ηf ′(η)]− 3[f(η) + 1
3
ηf
′(η)]
. (2.24)
Nous allons maintenant exposer l’approximation de champ moyen qui
qui est exacte dans la limite N →∞ et qui, nous allons le voir, conduit a`
l’hydrostatique pre´sente´e dans le premier chapitre.
2.3 Champ moyen
Pre´sentons le champmoyen dans l’ensemble canonique puis dans l’ensem-
ble microcanonique.
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2.3.1 L’ensemble canonique
On va se placer dans la limite N → ∞. Nous allons montrer que dans
cette limite, la fonction de partition (2.11) devient une inte´grale fonction-
nelle sur la densite´ dont le poids statistique de chaque densite´ est l’ex-
ponentielle d’une ”action effective” proportionnelle a` N [19], en utilisant
l’approche expose´e dans re´f.[32]. Pour cela, on va diviser le volume unite´
d’inte´gration de la fonction de partition (2.11) enM cellules (1≪M ≪ N)
de volume 1
M
suffisamment grandes pour contenir un grand nombre de par-
ticules et suffisamment petites pour que le potentiel gravitationnel puisse
eˆtre conside´re´ comme uniforme dans chaque cellule. L’inte´gration sur les
positions ~r1, ..., ~rN devient une somme discre`te sur le nombre de particules
n1, ..., nM par cellule. On a
eΦN (η)
N≫1≃
∑
n1,n2,...,nM
N !
n1!n2!...nM !
δ(N −
∑
a
na)
(
1
M
)N
× exp

 η
N
∑
a,b
nauabnb


ou`
uab =
1
|~ra − ~rb|α ,
~ra et ~rb e´tant la position respective du centre de la cellule a et du centre de
la cellule b. Le volume d’inte´gration e´le´mentaire
∏N
l=1 d
3~rl devient
(
1
M
)N
et N !
n1!n2!...nM !
est le nombre de combinaisons qui ne sont pas e´quivalentes
pour placer les n1, n2,...,nm particules dans chaque cellule. En utilisant la
formule de Stirling n! ∼ √2 π n nn e−n pour n→∞, on a
eΦN (η)
N≫1≃
∑
n1,n2,...,nM
δ(N −
∑
a
na)
× exp

−∑
a
na ln
(
naM
N
)
+
η
2N
∑
a 6=b
nauabnb

 .
Introduisons la densite´ de particules ρ(~r) qui vaut naM
N
sur la cellule a. On
obtient
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δ(N −
∑
a
na)
N≫1≃ δ
[
N(1−
∫
d3~rρ(~r))
]
=
∫
db
2π
exp
[
iNb(
∫
d3~rρ(~r)− 1)
]
.
L’inte´grale eΦN (η) se transfome en une inte´grale fonctionnelle sur la densite´
de particules ρ(~r)
eΦN (η)
N≫1≃
∫
Dρ(.)
db
2π
exp [−N sc(ρ(.), b)] (2.25)
avec l’ ”action effective”
sc(ρ(.), b) =
∫
d3~r ρ(~r) ln ρ(~r) − η
2
∫
d3~r d3~r
′
|~r − ~r ′| ρ(~r) ρ(~r
′
)
+ ib
[
1−
∫
d3~r ρ(~r)
]
. (2.26)
L’inte´grale fonctionnelle (2.25) est domine´e pour N → ∞ par le point
col de l’ ”action effective” (2.26) qui ve´rifie les relations suivantes
∂sc
∂b
(ρcol, bcol) = 0 ,
δsc
δρ(.)
(ρcol, bcol) = 0 .
La premie`re relation impose la normalisation de la densite´∫
d3~r ρcol(~r) = 1 . (2.27)
La seconde relation impose que la densite´ soit solution de l’e´quation de
point col
ln ρcol(~r) − η
∫
d3~r
′
|~r − ~r ′| ρcol(~r
′
) = acol . (2.28)
acol = i bcol− 1 est un multiplicateur de Lagrange associe´ a` la condition de
normalisation de la densite´ (2.27). En appliquant le Laplacien a` l’e´quation
de point col et en introduisant la fonction Φ(~r) = ln ρcol(~r), on trouve
~∇2~rΦ(~r) + 4 π η eΦ(~r) = 0 . (2.29)
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Il s’agit de l’e´quation de Liouville avec un signe oppose´ par rapport a`
l’e´quation en the´orie des champs sans gravite´. Le signe ici correspond a`
l’attraction de la force gravitationnelle et la the´orie avec l’instabilite´ est
le secteur physique. La densite´ sans dimension ρcol(~r) = e
Φ(~r) est lie´e a` la
densite´ de masse ρm(~q) introduite dans le chapitre 1 par les relations
ρm(~q) =
m N
V
ρcol(~r) =
m N
V
eΦ(~r) , ~q = V
1
3 ~r . (2.30)
En utilisant les e´quations (2.12) et (2.30), on trouve que l’e´quation de point
col est identique a` l’e´quation d’e´quilibre hydrostatique (1.11)
~∇2~q ln ρm +
4 π G m
T
ρm(~q) = 0 .
Les solutions de point col sont donc e´quivalentes aux configurations d’e´qui-
libre hydrostatique du syste`me autogravitant isotherme obe´issant a` l’e´qua-
tion des gaz parfaits. Rappelons qu’en hydrostatique, on devait supposer
l’e´quation d’e´tat. Dans la limite thermodynamique dilue´e ou` N → ∞,
V →∞ et N
V
1
3
est fini, la me´canique statistique de´montre que le gaz obe´it a`
l’e´quation d’e´tat des gaz parfaits (1) ; ce re´sultat a e´te´ de´termine´ graˆce aux
informations microscopiques de la me´canique statistique donne´es par les
forces de Newton s’exerc¸ant entre les particules. D’apre`s l’e´quation (2.30),
la pression au point ~q = V
1
3~r est
P (~q) =
NT
V
ρcol(~r) . (2.31)
Dans le cas de la syme´trie sphe`rique, la grandeur f = PV
NT
(e´q. (2.16))
coincide avec la grandeur introduite dans l’e´quation (1.18) introduite dans
le cadre de l’hydrostatique et obe´issant a` l’e´quation diffe´rentielle (1.19).
On a
PV
NT
= f .
L’e´quation (1.19) s’inte`gre de cette manie`re
3
∫ ηR
0
dx
x
(1− f(x)) = 3 [f(ηR)− 1]+ ηR − ln f(ηR) .
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En utilisant les e´quations (2.18) et (2.20), on en de´duit que l’e´nergie libre
et l’entropie ve´rifient les relations suivantes
F − FGP
NT
= 3
[
1− f(ηR)]− ηR + ln f(ηR) , (2.32)
S − SGP
N
= 6
[
f(ηR)− 1]+ ηR − ln f(ηR) . (2.33)
En utilisant les e´quations (2.19), (2.21), (2.22), (2.23) et (2.24), on retrouve
les expressions de l’e´nergie, de la chaleur spe´cifique a` volume constant, de
la chaleur spe´cifique a` pression constante, de la compressibilite´ isotherme
et de la compressibilite´ adiabatique des configurations d’e´quilibre hydro-
statique.
Nous allons maintenant pre´senter l’approche du champ moyen dans
l’ensemble microcanonique.
2.3.2 L’ensemble microcanonique
Exprimons l’inte´grale sur les positions Ωint dans le nombre de microe´tats
de´fini par l’e´quation (2.6) en terme de l’inte´grale eΦN (η) de´finie par l’e´qua-
tion (2.11). Pour cela, on utilise la transformation de Fourier suivante [33]
xλ θ(x) =
Γ(λ+ 1)
2π
∫ +∞
−∞
e iωx
dω
(iω)λ+1
. (2.34)
D’apre`s les e´quations (2.6), (2.11) et (2.34), on a
Ωint = Γ
(
3N
2
)∫ +∞
−∞
dω
2π
e iω ǫ + Φn(
iω
N
) − 3N2 ln (iω)
ou` ǫ = E V
1
3
G m2 N2
(e´q.(2.5)). On introduit la variable d’inte´gration η = iω
N
Ωint = NΓ
(
3N
2
)∫
γ
dη
2πi
e Nη ǫ + Φn(η) −
3N
2 ln (Nη)
ou` le contour d’inte´gration γ est un contour paralle`le a` l’axe des imaginaires
purs. En utilisant la formule de Stirling pour la fonction Γ, on trouve que
pour N ≫ 1
Ωint =
∫
γ
dη
2πi
e Nη ǫ + Φn(η) −
3N
2 ln (η) . (2.35)
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En utilisant la repre´sentation de l’inte´grale sur les positions eΦn(η) par
l’inte´grale fonctionnelle (2.25), on obtient
Ωint =
∫
Dρ(.)
db
2π
dη
2πi
exp [−N smic(ρ(.), b, η)] (2.36)
avec l’ ”action effective”
smic(ρ(.), b, η) =
∫
d3~r ρ(~r) ln ρ(~r) − η
2
∫
d3~r d3~r
′
|~r − ~r ′| ρ(~r) ρ(~r
′
)
+ ib [1−
∫
d3~r ρ(~r)] +
3
2
ln η − η ǫ . (2.37)
On a transforme´ le nombre de microe´tats en une inte´grale fonctionnelle
sur la densite´. L’inte´gration sur b contraint la normalisation de la densite´
comme dans la fonction de partition (2.25). L’inte´gration sur η contraint
l’e´nergie comme cela doit eˆtre le cas dans l’ensemble microcanonique.
Comme pour la fonction de partition (2.25), on va appliquer au nombre
de microe´tats (2.36) l’approximation de point col. L’inte´grale fonctionnelle
(2.36) est domine´e pour N → ∞ par les extrema de l’ ”action effective”
(2.37) qui ve´rifient les relations suivantes
∂smic
∂b
= 0 ,
δsmic
δρ(.)
= 0 ,
∂smic
∂η
= 0 .
Comme dans l’ensemble canonique, la premie`re relation impose la normal-
isation de la densite´ (2.27) et la deuxie`me relation impose que la densite´
soit solution de l’e´quation de point col (2.28). La troisie`me relation impose
la contrainte suivante sur η
ǫ =
3
2η
− 1
2
∫
d3~r d3~r
′
|~r − ~r ′| ρ(~r) ρ(~r
′
) . (2.38)
En utilisant les e´quations (2.5), (2.12) et (2.30), cette relation devient
E =
3
2
NT +
G
2
∫
d3~q d3~q
′
|~q − ~q ′| ρm(~q) ρm(~q
′
) .
Ainsi la relation (2.38) contraint l’e´nergie dans l’ensemble microcanon-
ique. Les points col sont les meˆmes dans l’ensemble microcanonique et
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dans l’ensemble canonique et ve´rifient la condition d’e´quilibre hydrosta-
tique (1.11). L’approximation de champ moyen dans l’ensemble canonique
et l’approximation de champ moyen dans l’ensemble microcanonique cor-
respondent donc aux configurations d’e´quilibre de l’hydrostatique quand
N →∞ .
2.4 Calculs Monte Carlo
L’algorithme de Metropolis [34] a e´te´ applique´ aux syste`mes autograv-
itants isothermes dans un cube de volume V dans l’ensemble canonique
et dans l’ensemble microcanonique, pour un nombre de particules allant
jusqu’a` 2000 [6]. Un cut-off a` courte distance α (α ∼ 10−3 − 10−6) a e´te´
introduit dans l’interaction gravitationnelle.
2.4.1 Algorithme de Metropolis
L’algorithme de Metropolis permet de simuler la thermalisation d’un
syste`me et de calculer les moyennes thermodynamiques de ces grandeurs
physiques. Plac¸ons-nous dans l’ensemble canonique, le syste`me e´tant en
contact avec un thermostat a` la tempe´rature T . Pour plus d’explications, on
peut se re´fe´rer au livre de Binder et Heerman [35]. La fonction de partition
Z du syste`me (e´q. (2.11)) est le produit de la fonction de partition du gaz
parfait ZGP et de l’inte´grale sur les coordonne´es des particules e
ΦN (η)
Z = ZGP e
ΦN (η) , eΦN (η) =
∫
volume unite
N∏
l=1
d3~rl e
η u(~r1,...,~rN ) .
A l’e´quilibre thermodynamique, chaque configuration du syste`me x =
(~r1, ..., ~rN) a une probabilite´ d’avoir lieu, qui est
Peq(x) =
e η u(x)
e ΦN (η)
=
e−
EP
T
e ΦN (η)
ou` EP = −Tη u(x) est l’e´nergie potentielle de la configuration x du
syste`me. Expliquons maintenant comment on simule la thermalisation du
syste`me a` partir de multiples transformations d’une configuration initiale
prise au hasard. Une transformation de la configuration x = (~r1, ..., ~rN) con-
siste a` changer au hasard la position de l’une des particules. SoitW (x→ x′)
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la probabilite´ de transition d’une transformation d’une configuration x vers
une nouvelle configuration x
′
. Si
Peq(x)W (x→ x′) = Peq(x′) W (x′ → x)
alors la probabilite´ de la configuration x tend vers la probabilite´ d’e´quilibre
Peq(x) apre`s un grand nombre de transformations. On doit donc avoir
W (x→ x′)
W (x′ → x) = e
η δu = e−
δEP
T
ou` δEP = −Tη δu = −Tη (u(x′) − u(x)) est la variation d’e´nergie poten-
tielle entre les deux configurations x et x
′
. On peut choisir par exemple
W (x→ x′) = eη δu si δu < 0 (δE > 0)
W (x→ x′) = 1 si δu > 0 (δE < 0).
Pre´sentons maintenant l’algorithme de Metropolis
1. On se´lectionne au hasard un changement de configuration x→ x′.
2. On calcule la variation d’e´nergie potentielle δu correspondant a` ce change-
ment de configuration .
3. On calcule la probabilite´ de transitionW correspondant a` ce changement
de configuration .
4. On tire au sort un nombre z entre 0 et 1.
5. Si z < W alors on effectue le changement de configuration x→ x′, sinon,
on conserve la configuration x.
Ce processus constitue un ”tour” Monte Carlo. Au bout d’un grand nombre
de ”tours”, le syste`me est a` l’e´quilibre thermodynamique. A partir de la`,
on effectue M tours supple´mentaires et on calcule la moyenne statistique
d’une grandeur A graˆce a` l’e´quation suivante
< A > =
1
M
M∑
l=1
A(xl) ,
chaque configuration xl intervenant avec la probabilite´ Peq(xl).
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2.4.2 Re´sultats dans l’ensemble canonique
Pre´sentons les re´sultats des calculs Monte Carlo des syste`mes autograv-
itants thermalise´s dans l’ensemble canonique.
Il y a deux phases distinctes :
-une phase gazeuse pour ηR < 2.43...
-une phase colllapse´e pour ηR > 2.43....
Dans la phase gazeuse, les calculs Monte Carlo sont insensibles au cut-off
a` courte distance de la gravite´ et reproduisent remarquablement bien les
re´sultats du champ moyen a` partir d’un nombre de particules assez bas
(N ≥ 200). Pour ηR ≃ 2.43, il y a une brutale transition de phase. La pres-
sion devient grande et ne´gative. Les particules sont aspire´es vers le centre
et tout le syste`me collapse en un corps tre`s dense. Le point de collapse
ηR ≃ 2.43 obtenu par les calculs Monte Carlo correspond au point d’in-
stabilite´ ηcan = 2.43... (eq.(1.33)) de l’ensemble canonique pre´vu dans le
chapitre 1 ou` la chaleur spe´cifique a` pression constante cp et la compress-
ibilte´ isotherme κT divergent.
2.4.3 Re´sultats dans l’ensemble microcanonique
Pre´sentons maintenant les re´sultats des calculs Monte Carlo des syste`-
mes autogravitants thermalise´s dans l’ensemble microcanonique. Comme
dans l’ensemble canonique, les calculs Monte Carlo reproduisent remar-
quablement bien les re´sultats du champ moyen a` partir d’un nombre de
particules N ≥ 200. Le point de collapse obtenu par les calculs Monte
Carlo est le point ηR ≃ 2.17 dans la partie infe´rieure du diagramme de
phase f(ηR) = PV
NT
(fig.1.1). Ce point est tre`s proche du point d’insta-
bilite´ de l’ensemble microcanonique ηmic = 2.14... (eq.(1.34)) pre´vu dans
le chapitre 1 ou` la chaleur spe´cifique a` pression constante cp s’annule et la
compressibilite´ adiabatique κS diverge. Il se produit a` ce point la transi-
tion de la phase gazeuse vers la phase collapse´e et les calculs Monte Carlo
montrent que la phase collapse´e prend la forme d’un coeur-halo ou` les par-
ticules sont tre`s condense´es au centre et ou` un halo de particules demeure
a` la pe´riphe´rie du syste`me. Dans l’ensemble canonique, la phase collapse´e
a la forme d’un corps tre`s dense ou` sont concentre´es toutes les particules.
La phase collapse´e prend donc des formes diffe´rentes dans l’ensemble mi-
crocanonique et dans l’ensemble canonique.
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Les calculs Monte Carlo reproduisent remarquablement bien les re´sul-
tats du champ moyen et permettent d’e´tudier la phase collapse´e. Tous les
re´sultats dans la phase gazeuse sont insensibles au cut-off a` courte distance.
Le calcul de la fonction de partition est moins sensible a` la singularite´ a`
courte distance en 1
r2
de l’interaction gravitationnelle que la re´solution des
e´quations du mouvement de Newton pour N particules. La de´termination
du mouvement classique de N particules interagissant par la gravitation
ou la re´solution des e´quations de Boltzman comprenant l’inte´raction grav-
itationnelle a` N particules demandent des algorithmes sophistique´s pour
e´viter de trop longs calculs nume´riques [36] ; elles donnent des informa-
tions sur le comportement dynamique en dehors de l’e´quilibre thermique.
Cependant les calculs Monte Carlo sont largement suffisants pour de´crire
les syste`mes autogravitants et en donnent une compre´hension approfondie.
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Chapitre 3
Syste`mes autogravitants comportant
plusieurs sortes de particules
Nous avons jusque la` conside´re´ les syste`mes autogravitants compose´s
par des particules ayant toutes la meˆme masse. Dans l’univers, les syste`mes
que l’on peut conside´rer comme autogravitants sont souvent compose´s de
particules ayant des masses diffe´rentes. C’est le cas, d’une part des nuages
interstellaires compose´s de plusieurs types d’atomes et de mole´cules, c’est le
cas, d’autre part des distributions de galaxies, les galaxies ayant des masses
diffe´rentes. Il est donc important d’e´tudier les syste`mes autogravitants a`
l’e´quilibre thermodynamique compose´s de plusieurs sortes de particules,
chaque sorte de particules ayant une masse diffe´rente. Nous allons e´tudier
d’abord l’hydrostatique d’un me´lange de gaz autogravitants, chaque gaz
autogravitant e´tant compose´ par des particules ayant la meˆme masse et
obe´issant localement a` l’e´quation d’e´tat des gaz parfaits. Ensuite, nous al-
lons e´tudier la me´canique statistique des syste`mes autogravitants compose´s
de plusieurs sortes de particules et montrer que l’approximation de champ
moyen conduit a` l’hydrostatique d’un me´lange de gaz autogravitants et
permet de de´river les e´quations d’e´tat du syste`me [15].
3.1 Hydrostatique
Conside´rons un syste`me autogravitant isotherme constitue´ par un me´-
lange de gaz obe´issant localement a` l’e´quation d’e´tat des gaz parfaits. Il est
compose´ de gaz de Ni particules de masse mi (1 ≤ i ≤ n). Etant donne´ la
densite´ de masse ρmi(~q) des particules de masse mi au point ~q, la pression
partielle des particules de masse mi au point ~q est (4)
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Pi(~q) =
T
mi
ρmi(~q) .
Pre´sentons maintenant la condition d’e´quilibre hydrostatique qui s’appli-
que a` ce me´lange de gaz autogravitants isothermes.
3.1.1 Equilibre thermodynamique
Nous allons exprimer l’e´quilibre de chacun des gaz de particules de masse
mi (1 ≤ i ≤ n). Pour que les particules de masse mi soient en e´quilibre
hydrostatique, il faut que les forces de pression s’appliquant sur elles com-
pensent les forces gravitationnelles s’appliquant sur elles. Cette condition
(partielle) d’e´quilibre hydrostatique s’e´crit
−~∇~qPi + ρmi(~q) ~g(~q) = 0 (3.1)
ou` ~g(~q) est le champ gravitationnel au point ~q engendre´ par l’ensemble du
me´lange. En introduisant la pression totale
P (~q) =
n∑
i=1
Pi(~q) (3.2)
et la densite´ totale
ρm(~q) =
n∑
i=1
ρmi(~q) (3.3)
et en faisant la somme sur i des e´quations (3.1) , on retrouve la condition
ge´ne´rale d’e´quilibre d’un syste`me autogravitant isotherme (1.2)
~∇~qP = ρm(~q) ~g(~q) .
Nous allons de´duire une relation simple entre les densite´s des diffe´rents gaz
de particules. En utilisant les e´quations (4) et (3.1), on obtient
1
mi
~∇~q (ln ρmi) = −
1
T
~g(~q) . (3.4)
On a donc
1
mi
~∇~q (ln ρmi) =
1
mj
~∇~q
(
ln ρmj
)
.
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Soit ρoi la densite´ des particules de masse mi en un point quelconque, par
exemple au point ~q = ~0. On a alors la relation suivante entre les densite´s
partielles
(
ρmi
ρoi
) 1
mi
=
(
ρmj
ρoj
) 1
mj
. (3.5)
Nous allons de´terminer l’e´quation ve´rifie´e par les densite´s partielles. En
utilisant l’e´quation de Poisson du champ gravitationnel
~∇~q . ~g = −4π G ρm(~q)
et les e´quations (3.3) et (3.4), on obtient l’e´quation suivante pour chaque
densite´ partielle
1
mi
~∇2~q (ln ρmi) = −
4πG
T
n∑
j=1
ρmj(~q) . (3.6)
Introduisons le rayon vecteur sans dimension ~λ de´fini par
~q = a ~λ , a =
√
T
4π G m ρo
(3.7)
ou` m et ρo sont des constantes arbitraires ayant respectivement la dimen-
sion d’une masse et d’une densite´ de masse. On pose pour la densite´ des
particules de masse mi
ρm = ρoi e
χi(~λ) , (3.8)
ce qui impose la condition aux limites pour la fonction χi
χi(~0) = 0 . (3.9)
En utilisant les e´quations (3.6), (3.7) et (3.8) et en introduisant les parame`tres
sans dimension
µi =
mi
m
, νi =
ρoi
ρo
, (3.10)
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on obtient les e´quations suivantes
1
µi
~∇2~λ χi +
n∑
j=1
νj e
χj(~λ) = 0 . (3.11)
Ces e´quations de´terminent les configurations d’e´quilibre d’un me´lange de
gaz autogravitants isothermes. En utilisant les relations (3.5), (3.9) et
(3.10), on trouve que pour tout i, j
χi(~λ)
µi
=
χj(~λ)
µj
.
Ainsi les quantite´s χi(
~λ)
µi
sont inde´pendantes de i. On peut donc poser que
toutes les quantite´s χi(
~λ)
µi
(1 ≤ i ≤ n) sont e´gales a` une fonction χ
χi(~λ)
µi
= χ(~λ) . (3.12)
Les n e´quations (3.11) se re´duisent alors a` une seule e´quation
~∇2~λ χ +
n∑
j=1
νj e
µjχ(~λ) = 0 . (3.13)
Dans le cas de la syme´trie sphe`rique, les e´quations (3.11) deviennent
1
µi
1
λ2
d
dλ
(
λ2
dχi
dλ
)
+
n∑
j=1
νj e
χj(λ) = 0 (3.14)
et l’e´quation (3.13) devient
1
λ2
d
dλ
(
λ2
dχ
dλ
)
+
n∑
j=1
νj e
µj χ(λ) = 0 . (3.15)
Les e´quations (3.14) constituent les e´quations de la sphe`re isotherme
avec plusieurs sortes de particules. La premie`re condition initiale est
χi(λ = 0) = 0 . (3.16)
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Pour que les e´quations soient re´gulie`res en 0, on impose la deuxie`me con-
dition initiale
dχi
dλ
(λ = 0) = 0 . (3.17)
Les e´quations (3.11) sont covariantes par la transformation d’e´chelle
suivante, a` savoir que si les fonctions χi(~λ) sont solutions de ces e´quations,
alors, e´tant donne´ une constante C, les fonctions
χ∗i (~λ) = χi(C ~λ) + 2 lnC (3.18)
sont aussi solutions de ces e´quations. Cette syme´trie a pour origine l’in-
variance d’e´chelle du potentiel de Newton, elle est donc valable quelles que
soient les masses des particules. Cependant la transformation (3.18) ne re-
specte pas la condition aux limites (3.9) si bien que l’e´quation (3.13) n’est
pas invariante par cette transformation.
Connaissant la solution des e´quations (3.14), on en de´duit les den-
site´s et toutes les grandeurs physiques de la sphe`re isotherme, comme la
tempe´rature et les pressions partielles.
3.1.2 Grandeurs physiques
Nous allons de´terminer quelques grandeurs physiques de la sphe`re isotherme
en fonction des solutions des e´quations (3.14).
Les parame`tres ηi
On suppose que le syste`me est compose´ de Ni particules de masse mi
et qu’il est contenu dans le volume V . Introduisons les parame`tres sans
dimension
ηi =
G m2iNi
V
1
3 T
. (3.19)
Pour que l’on puisse conside´rer le syste`me comme autogravitant, il faut que
l’autogravite´ et l’agitation thermique jouent toutes les deux un roˆle impor-
tant dans la physique du syste`me ; pour cela, il faut que les parame`tres
ηi soient de l’ordre de 1. La limite thermodynamique pertinente est donc
Ni → ∞, V → ∞ avec Ni
V
1
3
fini [15]. Pour ηi → 0, l’agitation thermique
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l’emporte largement sur l’autogravite´ et le syste`me se comporte comme un
me´lange de gaz parfait. Pour ηi → ∞, l’autogravite´ l’emporte largement
sur l’agitation thermique et le syste`me s’effondre sur lui-meˆme.
Calculons les parame`tres ηi en fonction des solutions des e´quations
(3.14). La conservation de la masse de chaque sorte de particules impose
la relation suivante
mi Ni =
∫
V
d3~q
′
ρmi(~q
′
) .
Plac¸ons nous en syme´trie sphe`rique, le volume du syste`me e´tant une sphe`re
de rayon Q. En utilisant les e´quations (3.7), (3.8), (3.10) et (3.19), les
parame`tres ηRi = ηi
(
4 π
3
) 1
3 de´finis dans l’introduction par la relation (6)
ve´rifient la relation suivante
ηRi =
G m2iNi
Q T
=
µiνi
λ
∫ λ
0
dλ
′
λ
′2
e
χi
(
λ
′
)
. (3.20)
D’apre`s les e´quations (3.10), (3.14) et (3.20), on obtient
n∑
j=1
ηRj
µj
=
G mM
Q T
= − 1
µi
λ χ
′
i (λ) . (3.21)
On a introduit la masse totale du syste`me M =
∑n
i=1miNi.
Les fonctions fi
Introduisons les fonctions sans dimension fi =
Pi V
Ni T
de´finis dans l’intro-
duction par la relation (5) ou` Pi est la pression partielle des particules de
masse mi sur la paroi de la sphe`re. D’apre`s les e´quations (4), (3.7), (3.8),
(3.10) et (3.20), on a
fi =
Pi V
Ni T
=
µiνi
3ηRi
λ2 eχi(λ) =
1
3
λ3 eχi(λ)∫ λ
0 dλ
′
λ
′2
eχi(λ
′)
. (3.22)
D’apre`s l’e´quation (3.2), la pression totale du gaz sur la paroi vaut
P =
n∑
i=1
NiV
T
fi . (3.23)
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Montrons que les fonctions fi, comme fonctions de N1, N2,..., Ni−1, ηRi ,
Ni+1,..., Nn, sont solutions d’une e´quation aux de´rive´es partielles du pre-
mier ordre. La de´rive´e partielle de fi par rapport a` η
R
i est telle que
(
∂fi
∂ηRi
)
Nj 6=i
=
(
∂fi
∂λ
)
(
∂ηRi
∂λ
) .
D’apre`s les e´quations (3.14), (3.20), (3.21) et (3.22), il en re´sulte que
1
fi
(
∂fi
∂λ
)
= −1
λ
(
3fi + µi
n∑
j=1
ηRj
µj
− 3
)
et
1
ηRi
(
∂ηRi
∂λ
)
=
1
λ
(3fi − 1) .
On en de´duit que fi obe´it a` l’e´quation suivante
ηRi
fi
(
∂fi
∂ηRi
)
= −
3fi + µi
∑n
j=1
ηRj
µj
− 3
3fi − 1 . (3.24)
Pour ηRi = 0, le syste`me se comporte comme un me´lange ide´al de gaz
parfaits. On a donc fi(N1, N2, ..., Ni−1, ηRi = 0, Ni+1, ..., Nn) = 1.
Plac¸ons nous maintenant a` un rayon q infe´rieur au rayon Q de la paroi.
D’apre`s l’e´quation (3.7), a` ce rayon q correspond un rayon re´duit λq =
q
Q
λ.
On en de´duit d’apre`s les e´quations (4) et (3.8) que la densite´ de masse des
particules de masse mi et la pression partielle au rayon q sont telles que
mi Pi(q)
Tρoi
=
ρmi(q)
ρoi
= exp
[
χi
(
q
Q
λ
)]
. (3.25)
Introduisons le contraste partiel du gaz des particules de masse mi qui est
le quotient de la pression partielle au centre de la sphe`re et de la pression
partielle sur la paroi de la sphe`re
Ci =
Pi(0)
Pi(Q)
= e −χi( λ) . (3.26)
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Le contraste total qui est le quotient de la pression totale au centre de
la sphe`re et de la pression totale sur la paroi de la sphe`re est, d’apre`s les
e´quations (3.2) , (3.10) et (3.25)
C =
P (0)
P (Q)
=
∑n
i=1
νi
µi∑n
i=1
νi
µi
eχi( λ)
. (3.27)
L’e´nergie
Pour calculer l’e´nergie, nous allons appliquer le the´ore`me du viriel (1.22)
Ec + E = 3 PV
qui lie l’e´nergie cine´tique Ec, l’e´nergie totale E et la pression totale de paroi
P (3.23). En supposant que toutes les particules sont monoatomiques, on a
Ec =
3
2
∑n
i=1Ni T . D’apre`s l’e´quation (3.22), on obtient le re´sultat suivant
pour l’e´nergie
E
T
= 3
n∑
i=1
Ni
(
fi − 1
2
)
. (3.28)
Nous allons maintenant analyser les instabilite´s du me´lange de gaz au-
togravitants isothermes.
3.1.3 Stabilite´
Les solutions des e´quations (3.11) sont les configurations d’e´quilibre
hydrostatique du me´lange de gaz autogravitants a` l’e´quilibre thermody-
namique. Ils sont de´duits de l’approximation de champ moyen et de´crivent
la phase gazeuse . Comme pour le gaz autogravitant compose´ par une seule
sorte de particules, l’e´tude de la stabilite´ des configurations d’e´quilibre du
me´lange de gaz autogravitants donne des re´sultats diffe´rents suivant que
l’on se place dans l’ensemble microcanonique ou dans l’ensemble canon-
ique car les conditions sur les chaleurs spe´cifiques et les compressibilite´s
sont diffe´rentes dans ces deux ensembles.
Nous allons calculer la chaleur spe´cifique a` volume constant cv =
(
∂E
∂T
)
V
et la chaleur spe´cifique a` pression constante cp =
(
∂E
∂T
)
P
de la sphe`re
58
isotherme. Effectuons d’abord le calcul de la chaleur spe´cifique a` volume
constant. En utilisant les e´quations (3.20) et (3.28), on trouve
cv = 3
n∑
i=1
Ni
[
fi − ηRi
(
∂fi
∂ηRi
)
− 1
2
]
. (3.29)
En utilisant l’e´quation (3.24), on obtient
cv =
n∑
i=1
Ni

6fi − 7
2
+ µi
n∑
j=1
ηRj
µj
+
µi
∑n
j=1
ηRj
µj
− 2
3fi − 1

 . (3.30)
Effectuons maintenant le calcul de la chaleur spe´cifique a` pression cons-
tante. En utilisant la formule [27]
cp = cv − T
N
(
∂P
∂T
)2
V(
∂P
∂V
)
T
et les e´quations (3.20), (3.22) et (3.29) on trouve
cp = −3
2
n∑
i=1
Ni + 4
n∑
i=1
Nifi
n∑
i=1
Ni
[
fi − ηRi
(
∂fi
∂ηRi
)]
n∑
i=1
Ni
[
fi +
ηRi
3
(
∂fi
∂ηRi
)] . (3.31)
En utilisant l’e´quation (3.24), on a
cp = −3
2
n∑
i=1
Ni + 12
n∑
i=1
Nifi
n∑
i=1
Nifi
6fi − 4 + µi
∑n
j=1
ηRj
µj
3fi − 1
n∑
i=1
Nifi
6fi − µi
∑n
j=1
ηRj
µj
3fi − 1
. (3.32)
Nous allons calculer maintenant la compressibilite´ isotherme
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κT = − 1V
(
∂V
∂P
)
T
. En utilisant les e´quations (3.20) et (3.22), on trouve
T
V
κT =
1
n∑
i=1
Ni
[
fi +
1
3
ηRi
(
∂fi
∂ηRi
)] . (3.33)
En utilisant l’e´quation (3.24), on a
T
V
κT =
3
n∑
i=1
Nifi

6fi − µi ∑nj=1 η
R
j
µj
3fi − 1


. (3.34)
On obtient la compressibilite´ adiabatique κS = − 1V
(
∂V
∂P
)
S
par la relation
[27]
κS =
cp
cv
κT .
On trouve, en utilisant les e´quations (3.29), (3.31) et (3.33),
T
V
κS =
3
4
n∑
i=1
Ni
(
fi +
1
8
)
+
1
4
(
n∑
i=1
Ni
)2
∑n
i=1Ni
[
fi − ηRi
(
∂fi
∂ηRi
)
− 12
]
. (3.35)
En utilisant l’e´quation (3.24), on obtient
V
T κS
=
1
3
[
4
n∑
i=1
Ni
(
fi +
1
8
)
+
3
4
(
∑n
i=1Ni)
2
∑n
i=1Ni
[
6fi − 72 + µi
∑n
j=1
ηRj
µj
+
µi
∑n
j=1
ηR
j
µj
−2
3fi−1
]

 . (3.36)
Dans l’ensemble canonique, les configurations d’e´quilibre stable doivent
avoir une compressibilite´ isotherme positive et des chaleurs spe´cifiques pos-
itives.
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Dans l’ensemble microcanonique, les configurations d’e´quilibre stable doi-
vent avoir une compressibilite´ adiabatique positive.
Nous avons e´tudie´ les configurations d’e´quilibre de la sphe`re isotherme
du me´lange d’ hydroge`ne et d’he´lium [15]. Il serait inte´ressant de calculer
les chaleurs spe´cifiques et les compressibilite´s pour e´tudier la stabilite´ de
ce syste`me.
3.1.4 Lois d’e´chelle
Nous avons montre´ que les me´langes de gaz autogravitants isothermes
constitue´s de deux sortes de particules obe´issent a` des lois d’e´chelle sur la
masse d’une sphe`re de rayon q [15]
M(q) ∼ q dH .
Pour ηR1 = η
R
2 = 0 (hautes tempe´ratures), on retrouve le gaz parfait (dH =
3). Pour chaque valeur de N1
N2
, les fonctions f1 et f2 atteignent leurs valeurs
maximales pour un couple (ηR1 , η
R
2 ). Ces couples (η
R
1 , η
R
2 ) de´finissent une
ligne de point critique ou` la chaleur spe´cifique a` volume constant diverge.
On trouve que dH ∼ 1.6 pour tous les points de cette ligne de point critique ;
cette valeur est donc inde´pendante de N1
N2
, c’est a` dire de la composition
du me´lange. Ceci manifeste l’“universalite´” des proprie´te´s du syste`me a`
l’approche du re´gime critique.
Nous avons pre´sente´ dans cette section l’hydrostatique des me´langes
des gaz autogravitants isothermes. Nous allons e´tudier dans la prochaine
section la me´canique statistique des gaz autogravitants compose´s de deux
sortes de particules.
3.2 Me´canique statistique
Pre´sentons la me´canique statistique des syste`mes autogravitants com-
pose´s de deux sortes de particules dans l’ensemble canonique [15]. Lorsque
les nombres N1 et N2 des deux sortes de particules tendent vers l’infini,
la fonction de partition est approche´e par une inte´grale fonctionnelle sur
les deux densite´s de particules. Le poids statistique des densite´s est l’ex-
ponentielle d’une ”action effective”. On applique l’approximation de point
col qui est l’approche du champ moyen. Les points col correspondent aux
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configurations d’e´quilibre hydrostatique dont les densite´s de masse par-
tielles obe´issent aux e´quations (3.11). L’approche du champ moyen de´crit
la phase gazeuse dans la limite thermodynamique autogravitante ou` les
nombres N1 et N2 des deux sortes de particules et le volume V tendent
vers l’infini et ou` N1
V
1
3
et N2
V
1
3
sont finis. Elle montre que, dans cette limite
thermodynamique dilue´e, le syste`me se comporte comme un me´lange des
gaz autogravitants isothermes en e´quilibre hydrostatique. Elle montre aussi
que le syste`me obe´it localement aux e´quations d’e´tat des gaz parfaits (4).
Dans l’approche hydrostatique, les e´quations d’e´tat ne sont pas de´termine´s
et elles doivent eˆtre suppose´es.
3.2.1 Fonction de partition
On conside`re un gaz autogravitant dans un volume V et place´ dans un
bain thermique a` la tempe´rature T constitue´ de N1 particules de masse m1
et deN2 particules de massem2. Les particules de massem1 et les particules
de masse m2 exercent respectivement sur la paroi une pression partielle P1
et une pression partielle P2. Soit ~qi,1 et ~pi,1 (1 ≤ i ≤ N1) les positions et
les impulsions des particules de masse m1 et ~qi,2 et ~pi,2 (1 ≤ i ≤ N2) les
positions et les impulsions des particules de masse m2. Le hamiltonien du
syste`me est
H = Ec + EP
Ec =
N1∑
i=1
~p 2i,1
2 m1
+
N2∑
i=1
~p 2i,2
2 m2
EP = −
∑
1≤i<j≤N1
G m 21
|~qi,1 − ~qj,1|A −
∑
1≤i<j≤N2
G m 22
|~qi,2 − ~qj,2|A
−
∑
1≤i≤N1,1≤j≤N2
G m1 m2
|~qi,1 − ~qj,2|A (3.37)
ou` Ec est l’e´nergie cine´tique et EP est l’e´nergie potentielle. Notons que
cut-off de´fini dans le deuxie`me chapˆıtre (2.2) et introduit dans EP permet
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e´viter la divergence de la fonction de partition
Z =
1
N1!N2!
∫ N1∏
l=1
d3~ql,1 d
3~pl,1
(2π)3
∫ N2∏
l=1
d3~ql,2 d
3~pl,2
(2π)3
e−
H
T . (3.38)
En calculant les inte´grales gaussiennes sur les impulsions et en introduisant
les positions sans dimension des particules ~rl,1 =
~ql,1
V
1
3
et ~rl,2 =
~ql,2
V
1
3
, on
trouve que la fonction de partition Z est e´gale au produit de la fonction
de partition ZGP du me´lange ide´al de gaz parfaits (GP) de tempe´rature
T et de volume V contenant N1 particules de masse m1 et N2 particules
de masse m2, par une inte´grale sur les positions des particules Zint qui
contient l’information sur l’interaction gravitationnelle :
Z = ZGP Zint ,
ZGP =
1
N1!
(
m1 T
2π
) 3 N1
2
V N1 × 1
N2!
(
m2 T
2π
) 3 N2
2
V N2 ,
Zint = e
ΦN1,N2 =
∫ ∏
1<l<N1,1<k<N2
d3~rl,1d
3~rk,2 e
η1 u11+η2 u22+
√
η1η2u12. (3.39)
Les parame`tres η1 et η2 sont de´finis par les e´quations
η1 =
G m21 N1
T V
1
3
, η2 =
G m22 N2
T V
1
3
(3.40)
et u11, u22 et u12 sont respectivement l’e´nergie potentielle d’interaction des
particules de masse m1 entre elles, l’e´nergie potentielle d’interaction des
particules de masse m2 entre elles et l’e´nergie potentielle d’interaction des
particules de masse m1 avec les particules de masse m2
u11 =
1
N1
∑
1≤i<j≤N1
1
|~ri,1 − ~rj,1|α ,
u22 =
1
N2
∑
1≤i<j≤N2
1
|~ri,2 − ~rj,2|α
et
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u12 =
1√
N1N2
∑
1≤i≤N1,1≤j≤N2
1
|~ri,1 − ~rj,2|α .
Connaissant la fonction de partition, on peut en de´duire l’e´nergie libre
F = −T lnZ et toutes les grandeurs physiques.
3.2.2 Grandeurs physiques
L’e´nergie libre F = −T lnZ est, d’apre`s l’e´quation (3.39)
F = FGP − T ΦN1,N2(η1, η2) (3.41)
ou` FGP = −T lnZGP est l’e´nergie libre du me´lange ide´al de gaz parfaits
de tempe´rature T et de volume V contenant N1 particules de masse m1 et
N2 particules de masse m2 [31]. Dans la limite N1 →∞ et N2 →∞ , il est
bien connu que [31]
FGP = −N1T ln
[
eV
N1
(
m1T
2 π
) 3
2
]
− N2T ln
[
eV
N2
(
m2T
2 π
) 3
2
]
.
D’apre`s les e´quations (3.39), (3.40) et (3.41), la pression
P = − (∂F
∂V
)
T,N1,N2
qui s’exerce sur le syste`me est
P =
T
V
[
(N1 +N2) − η1
3
(
∂ΦN1,N2
∂η1
)
− η2
3
(
∂ΦN1,N2
∂η2
)]
. (3.42)
Introduisons les grandeurs f1 et f2
f1(η1, N2) = 1− η1
3
(
∂ΦN1,N2
∂η1
)
f2(N1, η2) = 1− η2
3
(
∂ΦN1,N2
∂η2
)
. (3.43)
Dans la limite η1 → 0 et η2 → 0 (gaz parfait), on a f1(η1 = 0, N2) = 1 et
f2(N1, η2 = 0) = 1. En inte´grant la relation (3.43), on obtient
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ΦN1,N2(η1, η2) = 3 N1
∫ η1
0
dx
1− f1(x,N2)
x
+ 3 N2
∫ η2
0
dx
1− f2(N1, x)
x
. (3.44)
On peut exprimer toutes les grandeurs thermodynamiques en fonction
des grandeurs f1 et f2 graˆce a` cette e´quation. D’apre`s l’e´quation (3.41),
l’e´nergie libre est
F = FGP − 3 N1T
∫ η1
0
dx
1− f1(x,N2)
x
− 3 N2T
∫ η2
0
dx
1− f2(N1, x)
x
. (3.45)
L’e´nergie moyenne est en utilisant la relation < E >= F − T (∂F
∂T
)
V
< E > = 3 N1T
[
f1 − 1
2
]
+ 3 N2T
[
f2 − 1
2
]
. (3.46)
On en de´duit que l’entropie S = E−F
T
s’exprime suivant
S = SGP + 3 N1
[
f1 − 1 +
∫ η1
0
dx
1− f1(x,N2)
x
]
+ 3 N2
[
f2 − 1 +
∫ η2
0
dx
1− f2(N1, x)
x
]
(3.47)
ou`
SGP = N1
[
ln
V
N1
+
3
2
ln
(
m1T
2π
)
+
5
2
]
+ N2
[
ln
V
N2
+
3
2
ln
(
m2T
2π
)
+
5
2
]
est l’entropie du me´lange ide´al de gaz parfaits de tempe´rature T et de
volume V contenant N1 particules de masse m1 et N2 particules de masse
m2 [31].
Nous allons maintenant exposer l’approximation de champ moyen qui,
nous allons le voir, conduit a` l’hydrostatique que nous avons pre´sente´e dans
la premie`re partie de ce chapitre et qui est exacte dans la limite N1 →∞
et N2 →∞.
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3.2.3 Champ moyen
Dans la limite thermodynamique autogravitante (N1 → ∞, N2 → ∞
et V → ∞ avec N1
V
1
3
et N2
V
1
3
finis), on applique l’approximation de champ
moyen. L’inte´grale Zint devient une inte´grale fonctionnelle sur la densite´
ρ1(~r) des particules de masse m1 et la densite´ ρ2(~r) des particules de masse
m2
Zint =
∫
Dρ1(.) Dρ2(.)
db1
2π
db2
2π
exp [−sc(ρ1(.), ρ2(.), b1, b2)] (3.48)
avec l’ ”action effective”
sc = − N1 η1
2
∫
d3~r d3~r
′
|~r − ~r ′| ρ1(~r) ρ1(~r
′
)
− N2 η2
2
∫
d3~r d3~r
′
|~r − ~r ′| ρ2(~r) ρ2(~r
′
)
−
√
N1N2
√
η1η2
∫
d3~r d3~r
′
|~r − ~r ′| ρ1(~r) ρ2(~r
′
)
+ N1
∫
d3~r ρ1(~r) ln ρ1(~r)
+ N2
∫
d3~r ρ2(~r) ln ρ2(~r)
+ ib1N1
[
1−
∫
d3~r ρ1(~r)
]
+ ib2N2
[
1−
∫
d3~r ρ2(~r)
]
.(3.49)
Les inte´grations sur la position ~r se font sur le volume unite´. L’inte´grale
fonctionnelle (3.48) est domine´e pour N1 →∞ et N2 →∞ par le point col
de l’ ”action effective” (3.49) qui ve´rifie les relations suivantes
∂sc
∂b1
(ρcol,1, ρcol,2, bcol,1, bcol,2) = 0 ,
∂sc
∂b2
(ρcol,1, ρcol,2, bcol,1, bcol,2) = 0 ,
δsc
δρ1(.)
(ρcol,1, ρcol,2, bcol,1, bcol,2) = 0 ,
δsc
δρ2(.)
(ρcol,1, ρcol,2, bcol,1, bcol,2) = 0 .
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Les deux premie`res relations imposent la normalisation des deux densite´s∫
d3~r ρcol,1(~r) = 1 ,
∫
d3~r ρcol,2(~r) = 1 . (3.50)
Les deux dernie`res relations imposent que les deux densite´s soient solutions
des e´quations de point col suivantes
ln ρcol,1(~r) = η1
∫
d3~r
′
|~r − ~r ′| ρcol,1(~r
′
)
+µ η2
∫
d3~r
′
|~r − ~r ′| ρcol,2(~r
′
) + acol,1
ln ρcol,2(~r) =
1
µ
η1
∫
d3~r
′
|~r − ~r ′| ρcol,1(~r
′
)
+η2
∫
d3~r
′
|~r − ~r ′| ρcol,2(~r
′
) + acol,2 . (3.51)
acol,1 = i bcol,1− 1 et acol,2 = ibcol,2− 1 sont les multiplicateurs de Lagrange
associe´s a` la condition de normalisation des deux densite´s (3.50). On a
introduit le rapport µ = m1
m2
. En appliquant le Laplacien aux e´quations de
point col et en introduisant les fonctions Φ1(~r) = ln ρcol,1(~r) et Φ2(~r) =
ln ρcol,2(~r), on trouve
~∇2~r Φ1(~r) + 4 π η1 eΦ1(~r) + 4 π µ η2 eΦ2(~r) = 0
~∇2~r Φ2(~r) + 4 π
1
µ
η1 e
Φ1(~r) + 4 π η2 e
Φ2(~r) = 0 . (3.52)
Les densite´s sans dimension ρcol,1(~r) = e
Φ1(~r) et ρcol,2(~r) = e
Φ2(~r) sont lie´es
aux densite´s de masse ρm1(~q) et ρm2(~q) introduites dans la premie`re partie
de ce chapitre par les relations
ρm1(~q) =
m1 N1
V
ρcol,1(~r) =
m1 N1
V
eΦ1(~r) ,
ρm2(~q) =
m2 N2
V
ρcol,2(~r) =
m2 N2
V
eΦ2(~r) ,
~q = V
1
3 ~r . (3.53)
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En utilisant les e´quations (3.40) et (3.53), on trouve que les e´quations de
point col sont identiques aux e´quations d’e´quilibre hydrostatique (3.11)
1
m1
~∇2~q ln ρm1 +
4 π G
T
[ρm1(~q) + ρm2(~q)] = 0
et
1
m2
~∇2~q ln ρm2 +
4 π G
T
[ρm1(~q) + ρm2(~q)] = 0 .
Les solutions de point col sont donc identiques aux configurations d’e´qui-
libre hydrostatique des me´langes des gaz autogravitants isothermes. Dans
la limite thermodynamique autogravitante (N1 → ∞, N2 → ∞ et V →
∞ avec N1
V
1
3
et N2
V
1
3
finis), la me´canique statistique montre que le syste`me
obe´it aux e´quations d’e´tat des gaz parfaits (4) et aux e´quations d’e´quilibre
hydrostatique (3.11).
D’apre`s l’e´quation (3.53), la pression partielle des particules de masse
m1 et la pression partielle des particules de masse m2 au point ~r sont
P1(~q) =
N1T
V
ρcol,1(~r) , P2(~q) =
N2T
V
ρcol,2(~r) . (3.54)
Dans le cas de la syme´trie sphe`rique, les fonctions f1 =
P1V
N1T
et f2 =
P2V
N2T
(e´qs. (3.43)) coincident avec les fonctions f1 et f2, introduites dans les
e´quations (3.22) dans le cadre de l’hydrostatique. Rappelons que ces fonc-
tions f1 et f2 obe´issent aux e´quations aux de´rive´es partielles (3.24). On
a
P1V
N1T
= f1 ,
P2V
N2T
= f2 .
Les e´quations (3.24) s’inte`grent de cette manie`re
3
∫ ηR1
0
dx
x
[1− f1(x,N2)] = 3
[
f1(η
R
1 , N2)− 1
]
+(ηR1 +µη
R
2 )− ln f1(ηR1 , N2)
et
3
∫ ηR2
0
dx
x
[1− f2(N1, x)] = 3 [f2(N1, x)− 1] +
(
ηR1
µ
+ ηR2
)
− ln f2(N1, ηR2 ) .
68
En utilisant les e´quations (3.41) et (3.47), on en de´duit que l’e´nergie libre
et l’entropie ve´rifient les relations suivantes
F − FGP
T
= N1
[
3 (1− f1)− (ηR1 + µηR2 ) + ln f1
]
+N2
[
3 (1− f2)−
(
ηR1
µ
+ ηR2
)
+ ln f2
]
(3.55)
et
S − SGP = N1
[
6 (f1 − 1) + (ηR1 + µηR2 )− ln f1
]
+N2
[
6 (f2 − 1) +
(
ηR1
µ
+ ηR2
)
− ln f2
]
. (3.56)
En ge´ne´ralisant les relations (3.55) et (3.56) pour n sortes de particules,
on a
F − FGP
T
=
n∑
i=1
Ni
[
3 (1− fi)− µi
n∑
j=1
ηRj
µj
+ ln fi
]
(3.57)
et
S − SGP =
n∑
i=1
Ni
[
6 (fi − 1) + µi
n∑
j=1
ηRj
µj
− ln fi
]
. (3.58)
Il serait inte´ressant d’e´tudier la validite´ du champ moyen, en calculant
les petites fluctuations autour du point col comme ceci a e´te´ fait dans le cas
avec des particules identiques [7]. Des calculs Monte Carlo nous permet-
traient de ve´rifier que le champ moyen de´crit bien la phase gazeuse ; ils nous
permettraient aussi de de´terminer la transition de la phase gazeuse vers
la phase collapse´e. On pourrait comparer les re´sultats des calculs Monte
Carlo avec les re´sultats sur la stabilite´ des configurations d’e´quilibre hy-
drostatique de´duits dans la premie`re partie de ce chapitre a` partir du com-
portement des chaleurs spe´cifiques et des compressibilite´s, pour voir s’ils
coincident.
Il serait aussi inte´ressant d’e´tudier la me´canique statistique des syste`mes
autogravitants compose´s de plusieurs sortes de particules dans l’ensemble
microcanonique et dans l’ensemble grand-canonique.
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Chapitre 4
Syste`mes autogravitants en pre´sence
de la constante cosmologique
De re´centes observations astrophysiques ont mis en e´vidence que l’u-
nivers est rempli d’une e´nergie noire que l’on mode´lise par la constante
cosmologique Λ des e´quations d’Einstein de la relativite´ ge´ne´rale. Nous
pre´sentons la limite non relativiste des e´quations d’Einstein avec la cons-
tante cosmologique et nous e´tudions la me´canique statistique des syste`mes
autogravitants en pre´sence de la constante cosmologique. Pour un syste`me
autogravitant en pre´sence de la constante cosmologique Λ, comportant
N particules dans un volume V , l’e´nergie thermique est de l’ordre de N ,
l’e´nergie autogravitante (due aux seules interactions gravitationnelles entre
particules) est de l’ordre de N
2
V
1
3
et l’e´nergie de la constante cosmologique est
de l’ordre de ΛV . Pour que ces trois e´nergies soient de meˆme importance,
il faut que N ∼ V 13 et Λ ∼ V − 23 . La limite thermodynamique pertinente
est donc N →∞, V →∞ et Λ→ 0 avec N
V
1
3
et ΛV
2
3 finis. Dans cette lim-
ite thermodynamique, nous avons montre´ que l’approche du champ moyen
de´crit exactement la phase gazeuse [19]. Nous avons faits des calculs Monte
Carlo dans l’ensemble canonique [20] ; ils confirment que le champ moyen
de´crit tre`s bien la phase gazeuse et qu’il cesse d’eˆtre valable lorsque la com-
pressibilite´ isotherme diverge en devenant ne´gative ; une transition s’ope`re
alors de la phase gazeuse vers la phase collapse´e. Les calculs Monte Carlo
permettent d’e´tudier la phase collapse´e.
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4.1 La constante cosmologique
Nous pre´sentons dans cette section la constante cosmologique et la limite
non relativiste des e´quations d’Einstein avec la constante cosmologique.
4.1.1 La constante cosmologique et l’e´nergie noire
La constante cosmologique a e´te´ introduite par Einstein dans les e´qua-
tions de la relativite´ ge´ne´rale en 1917 [37]. Elle permet d’obtenir un univers
homoge`ne statique comme solution de ces e´quations. Les observations du
redshift de la lumie`re e´mise par les galaxies ont mis en e´vidence que les
galaxies s’e´loignent les unes des autres et que l’univers est actuellement en
expansion [38]. Des solutions des e´quations de la relativite´ ge´ne´rale sans
la constante cosmologique de´crivent un univers homoge`ne dynamique en
conformite´ avec ces observations [39]. Cependant, de re´centes observations
base´es sur la mesure de la lumie`re d’un type de supernovae de luminosite´
intrinse`que pratiquement uniforme ont mis en e´vidence qu’aujourd’hui les
trois-quart de l’e´nergie de l’univers ne sont pas constitue´s de matie`re et
de rayonnement mais d’une e´nergie appele´e e´nergie noire [16, 17, 18].
Ses proprie´te´s observe´es actuellement sont proches de celles mode´lise´es
par la constante cosmologique. La constante cosmologique Λ agit comme
une densite´ d’e´nergie uniforme extreˆmement faible, ayant un effet re´pulsif
sur la matie`re ; elle a pour effet d’acce´le´rer l’expansion de l’univers. Son
importance vient du fait qu’elle remplit tout l’univers.
4.1.2 Gravitation non relativiste
Pre´sentons les modifications qu’apporte la constante cosmologique a` la
gravitation non relativiste. Les e´quations de la relativite´ ge´ne´rale sont [40]
Rβα = 8πG
(
T βα −
δβα
2
T γγ
)
(4.1)
ou` Rβα est le tenseur de Ricci et T
β
α est le tenseur d’e´nergie-impulsion. En
conside`rant que la matie`re est non relativiste, c’est a` dire que sa pression est
ne´gligeable devant sa densite´ de masse ρm, le tenseur d’e´nergie-impulsion
en pre´sence de la constante cosmologique Λ a pour expression
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T βα = ρm δα0 δβ0 + Λ δ
β
α .
Dans la limite non relativiste, la composante 00 des e´quations de la rela-
tivite´ ge´ne´rale (4.1) devient [19]
~∇~q.~g + 4πG (ρm(~q)− 2Λ) = 0 . (4.2)
Il s’agit de l’e´quation reliant au point de position ~q le champ gravitationnel
~g a` la densite´ de masse ρm en pre´sence de la constante cosmologique Λ. Pour
Λ = 0, on retrouve l’e´quation de Poisson de la gravitation newtonienne
(1.4). Le champ gravitationnel s’inte`gre de la manie`re suivante
~g(~q) = − G
∫
d3~q
′
ρm(~q
′
)
~q − ~q ′
|~q − ~q ′|3 +
8πGΛ
3
~q , (4.3)
le premier terme attractif e´tant la contribution de la matie`re et le second
terme re´pulsif e´tant la contribution de la constante cosmologique. La cons-
tante d’inte´gration est choisie nulle dans l’e´quation (4.3), ce qui revient
a` e´liminer les champs gravitationnels exte´rieurs en plac¸ant le centre de
masse au point ~q = ~0. Le potentiel gravitationnel au point ~q de´fini par
~g(~q) = −~∇~qV vaut
V (~q) = − G
∫
d3~q
′
ρm(~q
′
)
|~q − ~q ′| −
4πGΛ
3
~q 2 .
Le hamiltonien d’un syste`me autogravitant en pre´sence de la constante
cosmologique dont les particules ont comme masses m1, ..., mN , comme
positions ~q1, ..., ~qN et comme impulsions ~p1, ..., ~pN , est
H = Ec + EP
Ec =
N∑
i=1
~p 2i
2 mi
EP = −G
∑
1≤i<j≤N
mi mj
|~qi − ~qj| −
4πGΛ
3
N∑
i=1
mi ~q
2
i , (4.4)
Ec e´tant l’e´nergie cine´tique et EP l’e´nergie potentielle.
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Pre´sentons maintenant l’hydrostatique des gaz autogravitants en pre´-
sence de la constante cosmologique qui est de´duite de l’approximation de
champ moyen de la me´canique statistique.
4.2 Hydrostatique
Le syste`me autogravitant en pre´sence de la constante cosmologique ex-
iste sous deux phases qui ne peuvent pas coexister ensemble, une phase
gazeuse et une phase collapse´e. Nous allons pre´senter l’hydrostatique d’un
gaz autogravitant isotherme en pre´sence de la constante cosmologique qui
est de´duite de l’approche du champ moyen de la me´canique statistique.
Dans la limite thermodynamique ou` le nombre de particules N , le volume
V et la constante cosmologique Λ ve´rifient N → ∞, V → ∞ et Λ → 0
avec N
V
1
3
fini et ΛV
2
3 fini, l’approche du champ moyen de´crit exactement la
phase gazeuse du syste`me.
4.2.1 Equilibre hydrostatique
Rappelons qu’un gaz autogravitant est en e´quilibre hydrostatique si les
forces de pression et les forces gravitationnelles se compensent, ce qui se
traduit par la relation (1.2)
−~∇~qP + ρm(~q) ~g(~q) = 0
entre la pression P du gaz au point ~q, la densite´ de masse ρm au point ~q
et le champ gravitationnel ~g engendre´ par le gaz autogravitant au point ~q.
Son expression est donne´e par l’e´quation (4.3) lorsqu’il est en pre´sence de
la constante cosmologique. En utilisant l’e´quation du champ gravitationnel
(4.2), on obtient la relation suivante qui est la condition d’e´quilibre hydro-
statique d’un gaz autogravitant en pre´sence de la constante cosmologique
~∇~q
(
1
ρm
~∇~qP
)
= −4πG (ρm(~q)− 2Λ) . (4.5)
4.2.2 Equilibre thermodynamique
Dans la limite thermodynamique (N → ∞, V → ∞ et la Λ → 0 avec
N
V
1
3
et ΛV
2
3 fini), l’approche du champ moyen de la me´canique statistique
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Fig. 4.1 – La courbe f(η, RΛ) pour RΛ = 0, 0.3, 1, 1.5 par l’approche du champ moyen
ou` f = PV
NT
(voir e´quation (4.11) ), η = G m
2 N
V
1
3 T
= ηR
(
3
4pi
) 1
3 (voir e´quation (4.8) )
et RΛ =
2ΛV
mN
(voir e´quation (7)). Les configurations d’e´quilibre stable dans l’ensem-
ble canonique sont repre´sente´es par les points compris entre le point (η = 0, f = 1)
et le point (η = ηo(RΛ), fo(RΛ) = f(ηo(RΛ), RΛ)) repre´sente´ par un +. Pour ces con-
figurations, les chaleurs spe´cifiques et la compressibilite´ isotherme sont positives. Au
point (ηo(RΛ), fo(RΛ)), la chaleur spe´cifique a` pression constante et la compressibilite´
isotherme divergent en devenant ne´gatives ; il s’agit du point d’instabilite´ de la sphe`re
isotherme dans l’ensemble canonique. On a ηo(RΛ = 0) = 1.510..., ηo(RΛ = 0.3) = 1.63...,
ηo(RΛ = 1) = 2.04... et ηo(RΛ = 1.5) = 2.55... .
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de´crit exactement la phase gazeuse. Elle montre que localement la pression
et la densite´ de masse obe´issent a` l’e´quation d’e´tat des gaz parfaits (1) [19]
P (~q) =
T
m
ρm(~q)
ou` m est la masse de chacune des particules du gaz qui sont suppose´es ici
identiques et ou` T est la tempe´rature constante. A partir de cette e´quation
et de l’e´quation (4.5), on obtient l’e´quation de la densite´ du gaz autograv-
itant a` l’e´quilibre thermodynamique
~∇2~q (ln ρm) +
4πG m
T
(ρm(~q)− 2Λ) = 0 . (4.6)
En syme´trie sphe`rique, les grandeurs physiques ne de´pendent que de la
distance q par rapport au centre de la sphe`re. L’e´quation (4.6) devient
1
q2
d
dq
(
q2 ln ρm
)
+
4πG m
T
(ρm(q)− 2Λ) = 0 . (4.7)
Il s’agit de l’e´quation de la sphe`re isotherme en pre´sence de la constante
cosmologique. La constante cosmologique a brise´ la covariance de l’e´quation
de la densite´ par la transformation d’e´chelle (1.15). On ne peut plus re´duire
cette e´quation du second ordre a` une e´quation du premier ordre comme
c’est le cas lorsque Λ = 0.
4.2.3 Les parame`tres η et ξ
Conside`rons un syste`me autogravitant isotherme de tempe´rature T en
pre´sence de la constante cosmologique Λ. Il est compose´ de N particules
de masse m dont la masse totale M = mN est contenue dans un volume
V . Ce syste`me a deux parame`tres significatifs sans dimension. Le premier
parame`tre est
η =
G m M
V
1
3 T
=
G m2 N
V
1
3 T
(4.8)
de´fini dans le chapitre 1. On rappelle que le parame`tre η est le quo-
tient de deux e´nergies caracte´ristiques d’une particule en interaction avec
l’ensemble du syste`me autogravitant. Ces deux e´nergies caracte´ristiques
sont G mM
V
1
3
qui est de l’ordre de son e´nergie gravitationnelle d’interaction
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avec l’ensemble du syste`me autogravitant et T qui est de l’ordre de son
e´nergie cine´tique. Le deuxie`me parame`tre est
ξ =
2G m ΛV
2
3
T
. (4.9)
Ce parame`tre est le quotient entre deux e´nergies caracte´ristiques d’une
particule en interaction avec la constante cosmologique. Ces deux e´nergies
caracte´ristiques sont 2G m ΛV
2
3 qui est de l’ordre de son e´nergie grav-
itationnelle d’interaction avec Λ et T qui est de l’ordre de son e´nergie
cine´tique.
Le rapport entre ces deux parame`tres
RΛ =
ξ
η
=
2ΛV
M
est le rapport de´ja de´fini dans l’introduction (e´q.(7)) entre la quantite´
d’e´nergie de la constante cosmologique et la masse de matie`re dans le
syste`me ; il exprime l’importance relative de la constante cosmologique et
de la matie`re dans le syste`me.
La limite thermodynamique pertinente des syste`mes autogravitants en
pre´sence de la constante cosmologique Λ est N → ∞, V → ∞, Λ → 0
avec N
V
1
3
et ΛV
2
3 finis. Pour cette limite, η et ξ sont d’ordre unite´ (RΛ ∼ 1)
et l’autogravite´ des particules (les interactions gravitationnelles mutuelles
des particules ) et la constante cosmologique jouent toutes les deux un roˆle
important. Lorsque η et ξ tendent vers 0, l’e´nergie cine´tique du syste`me
l’emporte largement sur son e´nergie gravitationnelle et le syste`me se com-
porte comme un gaz parfait. Lorsque ξ → 0 et η est fini (RΛ ∼ 0), les effets
de la constante cosmologique sont ne´gligeables devant ceux de l’autogravite´
des particules et on retrouve les syste`mes autogravitants e´tudie´s dans les
premiers chapitres. Le cas ou` les effets de l’autogravite´ des particules sont
ne´gligeables devant ceux de la constante cosmologique (η → 0 et ξ est fini,
RΛ ≫ 1) est pre´sente´ plus loin dans ce chapitre.
Exprimons la diffe´rence η − ξ a` partir des solutions de l’e´quation (4.6)
dans le cas de la sphe`re isotherme. A partir de l’expression de la masse
contenue a` l’inte´rieur du volume V
M = m N =
∫
V
d3~q
′
ρm(~q
′
) ,
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de l’e´quation (4.6) et du the´ore`me de Green-Ostrogradski sur le volume V ,
on trouve que∮
~dS ~∇~q ln ρm + 4πG m
T
(mN − 2ΛV ) = 0 ,
la surface d’inte´gration e´tant la paroi entourant le syste`me. Dans le cas de
la syme´trie sphe`rique ou` le volume est une sphe`re de rayon Q, la diffe´rence
des parame`tres ηR = η
(
4 π
3
) 1
3 et ξR = ξ
(
4 π
3
)1
3 est
ηR − ξR = −Q
(
d
dq
(ln ρm)
)
q=Q
. (4.10)
La pre´sence de la constante cosmologique a pour effet de transformer
l’e´quation (1.16) en l’e´quation (4.10) en substituant le parame`tre ηR, pro-
portionnelle a` la masse de matie`re M , par la diffe´rence ηR − ξR, propor-
tionnelle a` la diffe´rence entre la masse de matie`re M et l’e´nergie 2ΛV de
la constante cosmologique.
4.2.4 Densite´ de la sphe`re isotherme
Nous allons conside´rer un gaz autogravitant a` l’e´quilibre thermody-
namique en syme´trie sphe`rique (sphe`re isotherme). Le syste`me est contenu
dans une sphe`re de rayon Q sur la paroi de laquelle est exerce´e la pression
P . Nous allons e´tudier les variations de la densite´ de massse en fonction
du rayon q (0 ≤ q ≤ Q) [19]. En l’absence de la constante cosmologique,
la densite´ de matie`re de la sphe`re isotherme est toujours une fonction
de´croissante du rayon q, ceci est du a` l’effet attractif de l’autogravite´ des
particules. En pre´sence de la constante cosmologique, il y a compe´tition
entre l’effet attractif de l’autogravite´ des particules et l’effet re´pulsif de
la constante cosmologique. Pour les configurations d’e´quilibre stable de la
sphe`re isotherme, les variations de la densite´ ont trois comportements :
-pour RΛ < 1, la densite´ est une fonction de´croissante du rayon q. Les
effets de l’autogravite´ l’emportent sur ceux de la constante cosmologique.
-pour RΛ = 1, la densite´ est une fonction uniforme du rayon q. Les
effets de l’autogravite´ et de la constante cosmologique se compensent et
le syste`me se comporte comme un gaz parfait. Le syste`me de´crit l’univers
homoge`ne et statique d’Einstein dans une version non relativiste.
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-pour RΛ > 1, la densite´ est une fonction croissante du rayon q. Les
effets de la constante cosmologique l’emportent sur ceux de l’autogravite´.
Introduisons la grandeur sans dimension f (fig.4.1)
f(η, RΛ) =
PV
NT
=
V
mN
ρm(Q) (4.11)
en rappelant que la pression sur la paroi P et la densite´ sur la paroi ρm(Q)
sont lie´es localement par l’e´quation d’e´tat des gaz parfaits (1).
4.2.5 Stabilite´ de la sphe`re isotherme
Nous avons de´termine´ la stabilite´ des configurations d’e´quilibre de la
sphe`re isotherme, solutions de l’e´quation (4.7), dans l’ensemble canonique
[20]. Etant donne´ une valeur de RΛ, ces configurations d’e´quilibre sta-
bles correspondent aux points du diagramme de phase (fig.4.1) du point
(η = 0, f = 1) au point (η = ηo(RΛ), fo(RΛ) = f(ηo(RΛ), RΛ)). Pour
ces configurations, les chaleurs spe´cifiques et la compressibilite´ isotherme
sont positives. Au point (ηo(RΛ), fo(RΛ)), la chaleur spe´cifique a` pression
constante et la compressibilite´ isotherme divergent en devenant ne´gatives.
Cette configuration est le point d’instabilite´ de la sphe`re isotherme dans
l’ensemble canonique. Le parame`tre ηo est une fonction croissante de RΛ,
la pre´sence de la constante cosmologique a pour effet d’e´tendre la sta-
bilite´ du gaz autogravitant. Par exemple, on a ηo(RΛ = 0) = 1.510...,
ηo(RΛ = 0.3) = 1.63..., ηo(RΛ = 1) = 2.04... et ηo(RΛ = 1.5) = 2.55... .
Pre´sentons maintenant la me´canique statistique des syste`mes autograv-
itants en pre´sence de la constante cosmologique.
4.3 Me´canique statistique
Nous avons de´veloppe´ la me´canique statistique des syste`mes autogravi-
tants en pre´sence de la constante cosmologique dans l’ensemble canonique.
L’approche du champ moyen de´crit exactement la phase gazeuse dans
la limite thermodynamique autogravitante (N → ∞, V → ∞ Λ → 0
avec N
V
1
3
et ΛV
2
3 finis). Le champ moyen montre que le syste`me obe´it a`
l’e´quation (4.6) de l’hydrostatique et permet d’obtenir l’e´quation d’e´tat
du syste`me, celle-ci correspondant localement a` l’e´quation d’e´tat des gaz
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parfaits (1)[19]. En revanche, en hydrostatique l’e´quation d’e´tat n’est pas
de´rive´e et doit eˆtre suppose´e.
4.3.1 Fonction de partition
Conside´rons un gaz de N particules de massem dans un volume V . Il est
place´ dans un thermostat a` la tempe´rature T et une pression P s’applique
sur la paroi enfermant le syste`me. Les particules interagissent entre elles
par la gravite´ et sont en pre´sence de la constante cosmologique. La fonction
de partition est
Z =
1
N !
∫ N∏
l=1
d3~ql d
3~pl
(2π)3
e−
H
T
avec
H = Ec + U ,
Ec =
N∑
i=1
~p 2i
2 m
,
EP = −Gm2
∑
1≤i<j≤N
1
|~qi − ~qj|A −
4πGmΛ
3
N∑
i=1
~q 2i , (4.12)
H e´tant le hamiltonien de l’e´quation (4.4) avec des particules identiques. En
calculant les inte´grales gaussiennes sur les impulsions et en introduisant les
positions sans dimension des particules ~rl =
~ql
V
1
3
, on trouve que la fonction
de partition Z est e´gale au produit de la fonction de partition ZGP du gaz
parfait (GP) de tempe´rature T et de volume V contenant N particules de
masse m par une inte´grale sur les positions des particules Zint qui contient
l’information sur l’interaction gravitationnelle et la constante cosmologique
Z = ZGP Zint
ZGP =
V N
N !
(
m T
2π
) 3 N
2
Zint =
∫
volume unite
N∏
l=1
d3~rl e
η up(~r1,...,~rN )+
2pi
3 ξ uN (~r1,...,~rN ) . (4.13)
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Les parame`tres η et ξ sont de´finis par les e´quations (4.8) et (4.9), uP est
l’e´nergie potentielle sans dimension due a` l’autogravite´ des particules et uN
est l’e´nergie potentielle sans dimension due a` la constante cosmologique
uP (~r1, ..., ~rN) =
1
N
∑
1≤i<j≤N
1
|~ri − ~rj|α , uN(~r1, ..., ~rN) =
N∑
i=1
~r 2i .
4.3.2 Champ moyen
Dans l’approximation de champ moyen, l’inte´grale Zint(4.13) devient
une inte´grale fonctionnelle sur la densite´ ρ(~r)
Zint =
∫
Dρ(.)
db
2π
exp [−N sc(ρ(.), b)] (4.14)
avec l’ ”action effective”
sc(ρ(.), b) =
∫
d3~r ρ(~r) ln ρ(~r) − η
2
∫
d3~r d3~r
′
|~r − ~r′| ρ(~r) ρ(~r
′
)
− 2π
3
ξ
∫
d3~r ρ(~r) ~r 2 + ib
[
1−
∫
d3~r ρ(~r)
]
.(4.15)
L’inte´grale fonctionnnelle (4.14) est domine´e pour N →∞ par le point
col de l’ ”action effective” (4.15) qui ve´rifie les relations suivantes
∂sc
∂b
(ρcol, bcol) = 0 ,
δsc
δρ(.)
(ρcol, bcol) = 0 .
La premie`re relation impose la normalisation de la densite´∫
d3~r ρcol(~r) = 1 . (4.16)
La seconde relation impose que la densite´ soit solution de l’e´quation de
point col
ln ρcol(~r) − η
∫
d3~r
′
|~r − ~r′| ρcol(~r
′
) − 2π
3
ξ ~r 2 = acol , (4.17)
acol = ibcol−1 e´tant un multiplicateur de Lagrange associe´ a` la condition de
normalisation de la densite´ (4.16). En appliquant le Laplacien a` l’e´quation
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de point col (4.17) et en introduisant la fonction Φ(~r) = ln ρcol(~r), on trouve
que
~∇2~r Φ(~r) + 4 π
(
η eΦ(~r) − ξ
)
= 0 . (4.18)
La densite´ sans dimention ρcol(~r) = e
Φ(~r) est lie´e a` la densite´ de masse
ρm(~q) introduite en hydrostatique par la relation
ρm(~q) =
m N
V
ρcol(~r) , ~q = V
1
3 ~r . (4.19)
En utilisant les e´quations (4.8), (4.9) et (4.19), on trouve que l’e´quation de
point col est identique a` l’e´quation d’e´quilibre hydrostatique (4.6). Les so-
lutions de point col du syste`me sont donc e´quivalentes aux configurations
d’e´quilibre hydrostatique du syste`me autogravitant isotherme avec cons-
tante cosmologique. Dans la limite thermodynamique (N → ∞, V → ∞
et Λ → 0 avec N
V
1
3
et ΛV
2
3 finis) , la me´canique statistique montre que le
syste`me obe´it a` l’e´quation d’e´quilibre hydrostatique (4.6) et a` l’e´quation
d’e´tat locale des gaz parfaits inhomoge`nes (1).
4.3.3 Calculs Monte Carlo
Nous avons effectue´ des calculs Monte Carlo (500 ≤ N ≤ 2000) [20] qui
confirment que la phase gazeuse est bien de´crite par le champ moyen et qui
permettent d’e´tudier la phase collapse´e et la transition de la phase gazeuse
vers la phase collapse´e. Conforme´ment a` nos pre´visions, celle-ci a bien lieu
lorsque la compressibilite´ isotherme diverge en devenant ne´gative. Nous
avons effectue´ les calculs Monte Carlo dans un cube et dans une sphe`re,
ce qui nous a permis d’e´tudier l’influence de la forme de la paroi sur les
syste`mes autogravitants. En pre´sence de la constante cosmologique, les
re´sultats sont de´pendants de la forme de la paroi, alors qu’en l’absence de
la constante cosmologique, les re´sultats sont moins de´pendants de la forme
de celle-ci. L’action de la constante cosmologique e´tant plus importante au
niveau de la paroi qu’au centre du syste`me, la forme de celle-ci a d’avantage
d’influence en pre´sence de la constante cosmologique.
Pre´sentons maintenant la limite RΛ ≫ 1 (eq.(7)) ou` la constante cos-
mologique domine l’autogravite´.
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4.4 Limite RΛ ≫ 1
Nous conside´rons le cas ou` la constante cosmologique domine l’auto-
gravite´ (RΛ ≫ 1) [19]. Le hamiltonien (4.12) ou` l’e´nergie potentielle auto-
gravitante a e´te´ ne´glige´e devient
H =
N∑
i=1
~p 2i
2 m
− 4πGmΛ
3
N∑
i=1
~q 2i .
En syme´trie sphe`rique, la fonction de partition s’exprime (sans approxima-
tion de champ moyen) suivant
Z =
V N
N !
(
m T
2π
) 3 N
2
e−Nα(ξ
R) (4.20)
avec ξR = ξ
(
4 π
3
) 1
3 (eq.(4.9)) et
e−α(ξ
R) = 3
∫ 1
0
dy y2 exp
(
ξR
2
y2
)
. (4.21)
La grandeur f de´finie par l’e´quation (4.11) vaut
f(ξR) = e α(ξ
R) e
ξR
2 . (4.22)
D’apre`s l’e´quation (4.21), elle ve´rifie l’e´quation diffe´rentielle du premier
ordre
ξR
f
df
dξR
=
3
2
(1− f) + ξ
R
2
(4.23)
avec la condition limite
f(ξR = 0) = 1 .
En utilisant les e´quations (4.20) et (4.22), la fonction de partition s’exprime
suivant
Z =
V N
N !
(
m T
2π
) 3 N
2
e N
ξR
2 f −N . (4.24)
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On en de´duit l’e´nergie libre F , l’e´nergie E, la pression sur la paroi P ,
l’entropie S, la chaleur spe´cifique cv et la compressibilite´ isotherme κT en
fonction de la grandeur f en utilisant les e´quations (4.22) et(4.24)
F − FGP
NT
= α(ξR) = ln f(ξR)− ξ
R
2
,
E
NT
=
3
2
[
2− f(ξR)] ,
PV
NT
= f(ξR) ,
S − SGP
N
=
3
2
[1− f(ξR)]− ln f(ξR) + ξ
R
2
,
cv =
3
4
ξR f(ξR) +
3
2
[1− f(ξR)][1 + 3
2
f(ξR)]
et
[κT ]
−1 = f(ξR)
[
f(ξR)− ξ
R
3
]
.
Les grandeurs FGP et SGP sont respectivement l’e´nergie libre et l’entropie
du gaz parfait d’e´nergie E et de volume V compose´ de N particules. Toutes
les configurations ont une compressibilite´ isotherme positive, elles sont sta-
bles dans l’ensemble canonique. La densite´ de masse ρm s’exprime en fonc-
tion de la distance q par rapport au centre de la sphe`re (0 ≤ q ≤ Q) et de
la constante cosmologique suivant
V ρm(q)
mN
= eα(ξ
R) exp
[
ξR
2
(
q
Q
)2]
.
A cause de l’effet re´pulsif de la constante cosmologique, la densite´ de masse
est une fonction croissante du rayon q.
Discutons maintenant de l’importance de la constante cosmologique
dans les objets astrophysiques autogravitants.
4.5 Discussions
L’importance de la constante cosmologique est mesure´e par le rapport
(7) entre l’e´nergie de la constante cosmologique et la masse de la matie`re.
Plus un syste`me est dense et plus l’importance de la constante cosmologique
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est faible. A l’e´chelle de l’univers qui est homoge`ne, ce rapport vaut 4.
A partir d’une e´chelle de distance infe´rieure a` 10Mpc, l’univers a une
structure fragmente´e en e´le´ments de plus en plus denses en matie`re. Plus
la structure e´tudie´e est petite et plus l’importance de la constante cos-
mologique (qui est re´partie de manie`re uniforme) est faible relativement a`
la matie`re. Elle est ne´gligeable pour le milieu interstellaire mais doit eˆtre
prise en compte pour les structures de galaxies les plus grandes que sont
les amas et les superamas.
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Conclusions et perspectives
Dans cette the`se, nous avons e´tudie´ la me´canique statistique des sys-
te`mes autogravitants comportant plusieurs sortes de particules et la me´-
canique statistique des syste`mes autogravitants en pre´sence de la cons-
tante cosmologique. Ces deux contributions sont entie`rement nouvelles.
Pour ces deux types de syste`mes autogravitants, nous avons de´veloppe´
l’approche du champ moyen qui de´crit exactement les phases gazeuses de
ces syste`mes dans leurs limites thermodynamiques pertinentes respectives.
Pour les syste`mes autogravitants comportant plusieurs sortes de particules,
cette limite thermodynamique est la limite ou` les nombres de particules Ni
et le volume V tendent vers l’infini et ou` les rapports Ni
V
1
3
sont finis. Pour
les syste`mes autogravitants en pre´sence de la constante cosmologique, cette
limite thermodynamique est la limite ou` le nombre de particules N et le
volume V tendent vers l’infini ou` la constante cosmologique Λ tend vers 0
et ou` les rapports N
V
1
3
et ΛV
2
3 sont finis. Dans leur limite thermodynamique
respective, l’approche du champ moyen montre que ces syste`mes autograv-
itants obe´issent aux e´quations de l’hydrostatique et a` une e´quation d’e´tat
qui localement est l’e´quation d’e´tat des gaz parfaits. Nous avons calcule´
les grandeurs thermodynamiques de ces syste`mes. Nous avons analyse´ leur
stabilite´. Nous avons effectue´ des calculs Monte Carlo pour le syste`me auto-
gravitant en pre´sence de la constante cosmologique dans l’ensemble canon-
ique. Ils montrent que le champ moyen de´crit tre`s bien la phase gazeuse
et que la transition de la phase gazeuse vers la phase collapse´e a lieu dans
l’ensemble canonique lorsque la compressibilite´ isotherme diverge. Il serait
inte´ressant de faire des calculs Monte Carlo dans l’ensemble microcanon-
ique pour ve´rifier, conforme´ment a` nos pre´visions que la transition de phase
arrive dans cet ensemble lorsque la compressibilite´ adiabatique diverge. Il
faudrait e´galement faire des calculs Monte Carlo pour les syste`mes auto-
gravitants comportant plusieurs sortes de particules. Nous avons montre´
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que les syste`mes autogravitants comportant plusieurs sortes de particules
obe´issent a` des lois d’e´chelle sur leur masse. Le milieu interstellaire qui
est compose´ de plusieurs sortes d’atomes et de mole´cules a donc ses lois
d’e´chelle sur sa masse reproduites par les syste`mes autogravitants compor-
tant plusieurs sortes de particules. Par son action re´pulsive, la constante
cosmologique augmente la stabilite´ des syste`mes autogravitants.
Nous avons e´tudie´ dans cette the`se la me´canique statistique et l’hydro-
statique des syste`mes autogravitants. Il serait inte´ressant de de´velopper
l’hydrodynamique des syste`mes autogravitants qui ve´rifient les e´quations
(B.1) et (B.2). Dans l’annexe B, nous exposons la the´orie des perturbations
par rapport a` un fluide autogravitant homoge`ne statique. Il serait utile
d’e´tudier la the´orie des perturbations avec comme ordre ze´ro un gaz au-
togravitant en e´quilibre hydrostatique. Ce serait un autre moyen d’e´tudier
la stabilite´ des gaz autogravitants en e´quilibre hydrostatique ; ce serait
aussi un moyen d’e´tudier leur collapse. L’hydrodynamique des syste`mes
autogravitants est actuellement e´tudie´e en cosmologie pour montrer com-
ment se forment les structures a` partir d’un fond homoge`ne de matie`re
dans l’univers en expansion. La the´orie des perturbations par rapport au
mode`le d’Einstein-de Sitter [26] qui est le mode`le d’univers plat en expan-
sion domine´ par la matie`re a e´te´ e´tudie´e [41, 42]. Pour les temps infinis,
cette the´orie des perturbations diverge, il serait inte´ressant d’appliquer le
groupe de renormalisation dynamique [43] pour explorer le comportement
de la the´orie pour les temps infinis et pre´voir ainsi l’e´volution des structures
dans l’univers.
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Annexe A
Gaz autogravitants polytropiques
Nous allons pre´senter brie`vement les gaz autogravitants polytropiques
qui jouent un roˆle important dans la compre´hension de la physique des
e´toiles [4, 5, 26, 44, 45, 46]. Nous allons tout d’abord pre´senter les trans-
formations polytropiques que subissent ces syste`mes.
A.1 Les transformations polytropiques
Une transformation polytropique [4] est un transformation thermody-
namique ou` la variation de chaleur est proportionnelle a` la variation de
tempe´rature. En conside´rant une transformation polytropique infinite´si-
male, les variations de chaleur et de tempe´rature dQ et dT sont lie´es par
la relation suivante
dQ = c dT
ou` c est une constante appele´e chaleur spe´cifique de la transformation poly-
tropique. On voit que les transformations adiabatiques sont des cas parti-
culiers de transformations polytropiques avec c = 0.
Les gaz parfaits obe´issent a` l’e´quation d’e´tat (1)
P (~q) =
T
m
ρm(~q)
qui relie la pression P , la tempe´rature T , la densite´ de masse ρm et la masse
m d’une particule du gaz. Pour un gaz parfait subissant une transformation
polytropique, la relation entre la pression P et la densite´ de masse ρm est
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de la forme [5]
P = K ρ γm (A.1)
ou` K est une constante et ou` le coefficient polytropique γ est
γ =
cp − c
cv − c , (A.2)
cp et cv e´tant respectivement la chaleur spe´cifique a` pression constante et la
chaleur spe´cifique a` volume constant. Pour les transformations adiabatiques
(c = 0), on retrouve la valeur bien connue du coefficient adiabatique γ =
cp
cv
[27].
En outre, en utilisant l’e´quation des gaz parfaits (1) et en introduisant
la tempe´rature polytropique Tγ, tempe´rature pour laquelle la densite´ de
masse ρm est e´gale a` 1, on trouve que la constante K est e´gale a`
K =
Tγ
m
.
Nous allons voir maintenant que les e´toiles sont des gaz autogravitants
polytropiques.
A.2 Les e´toiles
Les re´actions thermonucle´aires qui se de´roulent au coeur des e´toiles con-
stituent leur source de chaleur. Celle-ci se propage du centre chaud vers
la pe´riphe´rie plus froide puis est rayonne´e a` l’exte´rieur des e´toiles. Il est
raisonnable de supposer que les e´toiles sont en e´quilibre convectif, ce qui
veut dire que les transferts de chaleur du centre chaud de l’e´toile vers la
pe´riphe´rie plus froide se font par convection, les transferts par conduc-
tion e´tant ne´gligeables devant ceux-ci. Ainsi chaque e´le´ment de gaz con-
serve sa chaleur et se transforme donc adiabatiquement dans l’e´toile. Ainsi
les e´toiles peuvent eˆtre conside´re´es comme des gaz autogravitants poly-
tropiques. Nous allons maintenant de´terminer l’e´quation de la densite´ des
gaz autogravitants polytropiques en e´quilibre hydrostatique.
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A.3 Equilibre hydrostatique
Nous allons de´terminer l’e´quation de la densite´ d’un gaz autogravitant
polytropique en e´quilibre hydrostatique et obe´issant a` l’e´quation d’e´tat
(A.1). En utilisant cette e´quation et l’e´quation (1.5), on obtient
~∇2~q
(
ργ−1m
)
= −4πG m
Tγ
γ − 1
γ
ρm(~q) .
En introduisant l’indice polytropique
n =
1
γ − 1 =
cv − c
cp − cv , (A.3)
en posant pour la densite´
ρm = ρo θ
n
ou` ρo est une constante, et en introduisant le rayon vecteur sans dimension
~λ de´fini par
~q = a ~λ , a =
√
Tγ (n+ 1) ρ
1
n
−1
o
4π G m
,
on trouve l’e´quation des syste`mes autogravitants polytropiques
~∇2~λθ + θn(λ) = 0 . (A.4)
Dans le cas de la syme´trie sphe`rique, cette e´quation devient
1
λ2
d
dλ
(
λ2
dθ
dλ
)
+ θ n = 0 . (A.5)
Cette e´quation qui est l’e´quation de la sphe`re polytropique est appele´e
e´quation de Lane-Emden d’indice n. Si l’indice est le meˆme dans toute
la sphe`re, on peut poser que ρo est la densite´ au centre et en de´duire la
premie`re condition initiale a` savoir
θ(λ = 0) = 1 .
Pour que l’e´quation soit re´gulie`re en 0, on impose la deuxie`me condition
initiale
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dθ
dλ
(λ = 0) = 0 .
En la re´solvant, on en de´duit la densite´ et toutes les grandeurs physiques
comme la tempe´rature et la pression, comme pour la sphe`re isotherme.
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Annexe B
The´orie de Jeans
La the´orie de Jeans [2, 26, 28] montre comment se forment des conden-
sations de matie`re a` partir d’un fond de matie`re homoge`ne. Cette the´orie
dont le but est d’expliquer la formation des galaxies est particulie`rement
inte´ressante par sa simplicite´. Lorsque de petites variations de densite´ se
propagent sinuso¨ıdalement, le syste`me est stable. Par contre, lorsque ces
petites variations croissent exponentiellement, le syste`me devient instable.
De´terminons tout d’abord l’e´quation de propagation de ces petites pertur-
bations.
B.1 Equation de propagation
Soit un fluide autogravitant de densite´ de masse ρm, de pression P , de
vitesse ~v et cre´ant un champ de gravitation ~g. Le fluide est re´gi par les
e´quations de la me´canique des fluides (e´quation de continuite´ et e´quation
d’Euler)
∂ρm
∂t
+ ~∇ . (ρm~v) = 0 , ∂~v
∂t
+
(
~v × ~∇
)
~v = − 1
ρm
~∇P + ~g (B.1)
et les e´quations de la gravitation newtonienne
~∇ × ~g = ~0 , ~∇ . ~g = − 4 π G ρm . (B.2)
Les perturbations au premier ordre sont de´termine´es par rapport a` un
fluide statique uniforme ou` les effets de la gravitation sont ignore´s. Pour le
fluide statique, on a
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ρm = ρ0 = constante , P = P0 = constante , ~v = ~0 , ~g = ~0 .
Conside´rons une perturbation de ce fluide statique uniforme. Soit respec-
tivement ρ1, P1, ~v1 et ~g1 la densite´ de masse, la pression, la vitesse et le
champ de gravitation de cette perturbation. Au premier ordre, les e´quations
de la me´canique des fluides et les e´quations de la gravitation newtonienne
deviennent
∂ρ1
∂t
+ ρ0 ~∇ . ~v1 = 0 , ∂~v1
∂t
= − 1
ρ0
~∇P1 + ~g1
et
~∇ × ~g1 = ~0 , ~∇ . ~g = − 4 π G ρ1 .
On introduit la vitesse du son du fluide vs [25]
v2s =
∂P
∂ρm
∼ P1
ρ1
.
Combinant ces e´quations, on trouve l’e´quation de propagation suivante
pour la densite´
∂2ρ1
∂t2
= v2s ~∇2ρ1 + 4 π G ρ0 ρ1 . (B.3)
Nous allons en de´duire la relation de dispersion de ces petites perturbations.
B.2 Relation de dispersion
Les ondes planes
ρ1(~q , t) α exp [i(~k .~q − ω t)]
sont solutions de l’e´quation de propagation avec la relation de dispersion
entre la pulsation ω et le vecteur d’onde ~k
ω2 = ~k2 v2s − 4 π G ρ0 . (B.4)
On introduit le vecteur d’onde de Jeans
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kJ =
√
4 π G ρ0
vs
qui est le vecteur d’onde pour lequel la pulsation ω (B.4) s’annule. En
introduisant la longueur d’onde λ = 2 π
k
et la longueur d’onde de Jeans
λJ =
2 π
kJ
=
√
π v2s
G ρ0
, (B.5)
on a
ω2 = 4 π v2s
(
1
λ2
− 1
λ2J
)
. (B.6)
Pour les longueurs d’onde plus petites que la longueur d’onde de Jeans
(λ < λJ), on a ω
2 > 0. La perturbation varie sinuso¨ıdalement. Il n’y a
pas formation de condensation.
Pour les longueurs d’onde plus grandes que la longueur d’onde de Jeans
(λ > λJ), on a ω
2 < 0. La perturbation croˆıt exponentiellement avec le
temps. Il y a donc formation de condensations.
Nous allons maintenant voir le cas des fluides homoge`nes isothermes.
B.3 Instabilite´ dans les fluides homoge`nes isothermes
Des condensations se forment seulement a` partir de perturbations ayant
atteint une taille critique qui est la longueur de Jeans λJ . Des perturbations
sphe`riques se condensent si leur rayon Q est supe´rieur a` λJ2 . Conside´rons
un milieu homoge`ne isotherme compose´ par un gaz parfait de particules de
masse m a` la tempe´rature T . La vitesse du son au carre´ est v2s =
T
m
et la
masse de la perturbation sphe`rique de rayonQ estM = m N = 4 π Q
3
3 ρ0.
D’apre`s la relation (B.5), on en de´duit, dans ce cas que la valeur de notre
parame`tre ηR = G m
2 N
Q T
(1.17) est
ηR =
4 π
3
G ρ0 Q
2
v2s
=
4
3
(
πQ
λJ
)2
. (B.7)
Des condensations sphe`riques se forment lorsque son rayon Q est supe´rieur
ou e´gal a` la moitie´ de la longueur de Jeans λJ . D’apre`s la relation (B.7),
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la valeur de ηR a` partir de laquelle la perturbation se condense est
ηJ =
π2
3
= 3.29... . (B.8)
Pour ηR < ηJ , la perturbation oscille sinuso¨ıdalement, elle ne se condense
pas. Pour ηR > ηJ , la perturbation s’effondre sur elle meˆme , il y a
formation de condensation. La the´orie line´aire de Jeans donne pour ηR
la valeur d’instabilite´ ηJ (B.8). La valeur du parame`tre η
R pour laquelle
la sphe`re isotherme collapse dans l’ensemble canonique est ηcan = 2.43...
(e´q.(1.33)).
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Abstract
The self-gravitating systems are formed by particles interacting through gravity. They
describe structure formation in the universe. As a consequence of the long range inter-
action of gravity, they are inhomogeneous even at thermal equilibrium. They can be in
a gaseous phase or in a collapsed phase. We formulate the statistical mechanics of the
self-gravitating systems. The thermodynamic limit where the number of particles N and
the volume V tends to infinity with N
V
1
3
fixed is relevant for the gaseous phase. The do-
mains of stability of the gaseous phase are different in the microcanonical ensemble and
in the canonical ensemble. The instability of the gaseous phase leads to its collapse into
a phase of infinite density. In the thermodynamic limit, the mean field approach gives an
exact description of the gaseous phase. After introducing the self-gravitating systems with
one kind of particles (chapter 1 and 2), we study the self-gravitating systems with sev-
eral kinds of particles (chapter 3) and the self-gravitating systems in the presence of the
cosmological constant (chapter 4). We formulate for these two types of self-gravitating
systems the statistical mechanics and the mean field approach describing the gaseous
phase. We find the equation governing the density of particles. We explicitely compute
thermodynamic quantities and find that they are extensive (proportional to N). We ob-
tain the domain of stability of the gaseous phase. In the self-gravitating systems with
several kinds of particles the density of the light particles is flatter than the density of
the heavy particles. Scaling exponent of the self-gravitating systems with several kinds of
particles are computed. The cosmological constant acts as an uniform density of energy
with a repulsive gravitational effect on the matter. The particle density is a decreasing
(increasing) function of the radial distance when the self-gravity dominates over the cos-
mological constant (and vice-versa). Monte Carlo simulations show that the mean field
describes the gaseous phase with an excellent accuracy. They allow to study the collapsed
phase and confirm that the phase transition happens when the isothermal compressibility
diverges. The presence of the cosmological constant extends the domain of stability of the
gaseous phase.
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Re´sume´
Les syste`mes autogravitants sont constitue´s de particules interagissant mutuellement
par la gravite´ ; ils de´crivent la formation de structures dans l’univers. Comme conse´quence
de l’interaction a` longue porte´e, les syste`mes autogravitants ne sont pas homoge`nes meˆme
a` l’e´quilibre thermodynamique. Ils peuvent exister sous une phase gazeuse ou sous une
phase collapse´e. La me´canique statistique des syste`mes autogravitants est pre´sente´e. La
limite thermodynamique ou` le nombre de particules N et le volume V tendent vers l’infini
avec N
V
1
3
fini est pertinente pour de´crire la phase gazeuse. Les domaines de stabilite´ de la
phase gazeuse sont diffe´rents dans l’ensemble microcanonique et dans l’ensemble canon-
ique ; l’instabilite´ de la phase gazeuse entraine son collapse dans une phase de densite´ in-
finie. L’approche du champ moyen de la me´canique statistique de´crit exactement la phase
gazeuse dans la limite thermodynamique. Apre`s avoir pre´sente´ les syste`mes autogravitants
ne comportant que des particules identiques (chapitre 1 et chapitre 2), nous avons e´tudie´
les syste`mes autogravitants comportant plusieurs sortes de particules (chapitre 3) et les
syste`mes autogravitants en pre´sence de la constante cosmologique (chapitre 4). Pour ces
deux types de syste`mes autogravitants, nous avons de´veloppe´ la me´canique statistique puis
nous avons de´veloppe´ l’approche du champ moyen de´crivant la phase gazeuse. Nous avons
trouve´ l’e´quation ve´rifie´e par la densite´ de particules, nous avons explicitement calcule´
les grandeurs thermodynamiques et nous avons montre´ qu’elles sont extensives (elles sont
proportionnelles au nombre de particules N). Nous avons de´termine´ le domaine de sta-
bilite´ de la phase gazeuse. Dans les syste`mes autogravitants comportant plusieurs sortes
de particules, la densite´ des particules lege`res est moins contraste´e que la densite´ des
particules lourdes. Nous avons calcule´ les exposants d’e´chelle des syste`mes autogravitants
comportant plusieurs sortes de particules. La constante cosmologique agit comme une
densite´ d’e´nergie uniforme ayant un effet gravitationnel re´pulsif sur la matie`re. La densite´
de particules est une fonction de´croissante (croissante) de la distance radiale lorsque l’au-
togravite´ domine la constante cosmologique (et vice-versa). Nous avons effectue´ des calculs
Monte Carlo pour les syste`mes autogravitants en pre´sence de la constante cosmologique.
Ils permettent d’e´tudier la phase collapse´e ; ils confirment que la phase gazeuse est de´crite
avec une grande pre´cision par le champ moyen et ils montrent que la transition vers la
phase collapse´e s’ope`re lorsque la compressibilite´ isotherme diverge. La pre´sence de la
constante cosmologique e´tend la stabilite´ de la phase gazeuse.
